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中文摘要

I

摘 要

映射与空间是一个庞大而前景广阔的课题。近 20 多年来，广义度量空间理论仍在

不断的发展壮大，产生不少活跃的空间类，同时也获得了他们丰富的映射定理。较全面

地了解这些空间类的映射性质，从中寻找出存在的问题是很有必要的。本文主要做了下

面四个方面的工作：

（1）精选 30 个广义度量性质或可数性质，在已发表的文献中查找他们关于 8 类

映射的不变性或逆不变性。

（2）证明了有限到一闭映射保持及逆保持点G 性质， 0 ­snf 可数性质，弱拟第一

可数性质，拟第一可数性质， csf 可数性质， snf 可数性质， gf 可数性质和 sof 可数性

质等；证明了有限到一闭映射保持 g第二可数空间，sn第二可数空间，具有点可数wcs

网的空间， sn对称空间等拓扑性质。

（3）证明了映射保持序列可分性，商映射保持 Rk 空间性质，完备映射保持 c半层

空间性质，完备映射逆保持  mod k 可度量性和拟  mod k 可度量性。

（4）讨论有限到一闭映射定理在对称积的应用，给出例子说明本文所论空间关于

确定映射的不保持性，同时也否定回答了林寿，沈荣鑫提出的几个映射问题。

关键词：商映射；闭映射；开映射；紧映射；有限到一映射；弱第一可数性；广义度量

空间；对称积。
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英文摘要

III

Abstract
Mappings and spaces are a huge and promising topic. For more than 20 years, the theory

of generalized metric spaces has been growing and growing, producing many active spaces,

and also obtaining their rich mapping theorems. It is necessary to understand the mapping

properties of these spaces more comprehensively and find out the existing problems. The

main results in this dissertation are the followings:

Firstly, we select 30 generalized metric properties or countable properties, and find out

their invariance or inverse invariance on the 8­class mappings in the published literature.

Secondly, we mainly prove that point­ G properties, 0 ­snf ­countability, weak

quasi­first­countability, quasi­first­countability, csf ­countability, snf ­countability, gf ­

countability and sof ­countability are invariant and inversely invariant under closed

finite­to­one mappings. In addition, the closed finite­to­one mappings preserve g ­second

countable spaces, sn ­second countable spaces, spaces with a point­countable wcs ­network,

sn ­symmetric spaces, etc.

Thirdly, we prove that mappings preserve sequential separability, quotient mappings

preserve Rk ­sapces, perfect mappings preserve c ­semi­stratifiable spaces,

 mod  k ­metrizable spaces and quasi­  mod  k ­metrizable spaces are inversely invariant

under perfect mappings.

Fourthly, we discuss the applications of the closed finite­to­one mappings in symmetric

products. Finally, we give counterexamples to show that some topological properties are not

preserved by determining mappings, which give negative answers to the mapping questions

posed by Lin Shou and Shen Rongxin.

Keywords: quotient mappings ； closed mappings; open mappings; compact mappings;

finite­to­one mappings; weakly first­countable properties; generalized metric spaces;

symmetric products
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第 1 章 引言

1

第 1 章 引 言

1.1 研究现状

捷克斯洛伐克科学院（CAS）与国际数学联盟（IMU）于 1961 年在布拉格召开了

第 1 届“一般拓扑学以及它与现代分析和代数的关系”的学术会议，简称布拉格拓扑学

会议[1]。苏联科学院院士 P.S. Alexandroff（苏，1896­1982）在布拉格会议上作了关于拓

扑空间及其连续映射的著名演讲，提出了用映射研究空间的设想 [2]。1966 年 A.V.

Arhangel'skiǐ[3] 发表了历史性的文献“映射与空间”，对如何实施 P.S. Alexandroff 设想

给出了一系列建设性的具体步骤，开创了用映射研究空间的新纪元，成为一般拓扑学蓬

勃发展的里程碑。

空间与映射的相互分类原则的意义在于用映射作为工具揭示各种拓扑空间类的内

在规律，将映射作为纽带把五花八门的拓扑空间联结于一体。实践表明，这原则不仅仅

给一般拓扑学中许多经典的课题灌输了新鲜血液，而且产生了众多新的研究方向，带来

了 20 世纪 60 年代末期至整个 20 世纪 80 年代一般拓扑学的繁荣景象。此后，空间与

映射的理论仍是一般拓扑学研究的重要课题 [4]，林寿曾撰写“关于 Arhangel'skiĭ

的"映射与空间"”[5] 及“《空间与映射》50 年”[6] 综述了该方向对于一般拓扑学及集

论拓扑学产生的持续推动作用。

依照 Alexandroff­Arhangel'skiǐ思想，用映射研究空间的主要内容是借助映射类建立

度量空间类与具有特定拓扑性质的空间类之间的广泛联系，研究度量空间类在各类映射

下像的内在特征以及特定的空间类被怎样的映射保持。实质问题是在各类映射作用下，

哪些拓扑性质保持不变[3]？

自 20 世纪 60 年代以来，关于空间与映射的研究已获得大量的成就。一些最重要的

结果已总结在各个时期的综述报告和论著中。1972 年, Michael[7] 关于五种商映射的全

面描述，成为一般拓扑学继续向前发展的重要源泉之一。1977 年, Gittings[8] 关于三类

开映射的研究，得到一些开映射类的相应结果。1980 年，Burke[9] 关于闭映射的综述报

告进一步推动了广义度量空间与覆盖性质的映射定理的研究。1989 年，林寿[10] 综述了

110 个拓扑空间的映射性质的研究，主要讨论他们在商映射、闭映射，具有 LindelÖf 纤

维的闭映射，完备映射，有限到一闭映射，开映射，开紧映射和有限到一开映射作用下
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的不变性和逆不变性。但这些研究并不完整，仍有不少人们感兴趣的空间类的映射性质

未见文献报道。

在一般拓扑学中，完备映射的性质被广泛研究，并且取得了丰硕的成果，如完备映

射保持可度量性质[11]。有些重要的拓扑性质并不被完备映射所保持，如完备映射不保持

g可度量性质[12]，但是有限到一的连续闭映射保持 g可度量性质[12]。这突显了有限到一

映射的重要性。

映射与空间是一个庞大而前景广阔的课题。近 20 多年来，广义度量空间理论仍在

不断的发展壮大，产生不少活跃的空间类，同时也获得了他们丰富的映射定理。较全面

地了解这些空间类的映射性质，从中寻找出存在的问题是很有必要的。为此，本人拟在

文 [10] 研究的基础上，按文 [10] 的研究模式，精选 30 个广义度量性质与可数性质，

讨论他们的一些映射定理。

1.2 预备知识

本文所论空间至少假定是 Hausdorff 空间。映射均指连续的满映射。

本节介绍一些记号和术语。

本文中如未特别说明，以表示实直线，，，P 和 I分别表示的正整数子集、

有理数子集、无理数子集和单位闭区间。 1 是第一个不可数序数。

对于空间 X ，本文以 X 或 表示 X 上的拓扑。设 是拓扑空间 X 的覆盖(集族) ，

对 x X ，记    st ,  :  x U x U    ；对 A X ，记    st ,  :  A U U A      。

若   nx n 是 X 中的一列点， n n
x


表示 X 中的第 n项为 nx 的序列。

定义 1.2.1[13] 对于拓扑空间 X ， Y及映射 :  f X Y 。

（1） f 称为商映射，如果  1f V 是 X的开集，则V 是Y的开集。

（2） f 称为伪开映射，如果对每一 y Y 及 X 中的开集U ，若  1U f y ，则

 Int y f U 。

（3） f 称为闭映射（开映射），如果 X的任一闭（开）子集在 f 下的像是Y的闭
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（开）子集。

（4） f 称为 L（紧，有限到一，可数到一）映射，如果对于 Yy ，  1f y 是 X的

LindelÖf（紧，有限，可数）子空间。

（5） f 称为完备映射，若 f 是闭且紧的映射。

上述定义中的一些映射的基本关系见图 1.1。

图 1.1 映射之间的关系

一些没有给出说明的定义与术语，读者可从 [11] 或 [13] 中查阅。

为了构造反例的方便，引用下面两个引理。

引理 1.2.2 [10] 设T是一拓扑性质，并且度量空间具有性质T。如果存在一个不具

有性质T的第一可数空间，那么开映射不保持性质T。

由此引理，我们可以找到不具有某拓扑性质的第一可数空间，进而得出开映射不保

持相应的拓扑性质。

引理 1.2.3 [10] 设T是一拓扑性质，并且由单点集所形成的空间具有性质T。如果

存在一个不具有性质T的紧（LindelÖf，有限）空间 X，那么性质T不是完备（闭 L，

有限到一闭）且开映射逆保持的。

由此引理，可以找出反例来说明相应拓扑性质不是完备（闭 L，有限到一闭）且开

映射逆保持的。

1.3 空间与映射

本文讨论涉及 30 个拓扑性质及 8 类映射的 12 种映像或逆映像。

30 个空间粗略分类：

（1）可数性（3 个）： g第二可数空间、 sn第二可数空间、序列可分空间。

（2）似度量空间性质（6 个）： so可度量空间、 sn可度量空间、 k可度量空间、

k 可度量空间、  mod k 可度量空间、拟  mod k 可度量空间。
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（3）广义序列性质（7 个）：拟第一可数空间、弱拟第一可数空间、gf 可数空间、

sof 可数空间、 snf 可数空间、 csf 可数空间、 Rk 空间。

（4）点可数性质（5 个）：sharp 基、点可数弱基、点可数 cs网、点可数 k网、

点可数 wcs网。

（5）似 G 性质（9 个）： g可展空间、 sn对称空间、点 G 性质、正则 G

对角线、 G
对角线、拟 G 对角线、 c半层空间、强  空间、 # 空间。

我们的讨论涉及 8 种映射类及其中的 4 种逆映射：

（1）映射（8 个）：有限到一开映射、开紧映射、开映射、有限到一闭映射、

完备映射、闭 L映射、闭映射、商映射；

（2）逆映射（4 个）：有限到一开逆映射、有限到一闭逆映射、完备逆映射、

闭 L逆映射。

由于大部分拓扑性质均不被开紧映射，开映射，闭映射或商映射的逆保持，所以本

文不讨论 8 个映射类中其余的 4 个逆映射。通过查阅文献，我们认为有限到一闭映射

的性质最值得我们探讨，其一，它具有比完备映射更好的性质，尤其在逆保持性质方面；

其二，上述 30 个空间类中尚存不少涉及有限到一闭映射的问题；其三，在对称积的研

究中涉及有限到一闭映射性质。在第 2 章中，我们证明有限到一闭映射保持及逆保持

点G 性质， 0 ­snf 可数性质，csf 可数性质，弱拟第一可数性质，拟第一可数性质，snf

可数性质，gf 可数性质和 sof 可数性质；并且证明有限到一闭映射保持 g第二可数空间，

sn第二可数空间，具有点可数wcs网的空间， sn对称空间等拓扑性质。

一些拓扑性质能被弱于有限到一闭映射的映射所保持。在第 3 章中，我们讨论一

些空间的商映射定理，得出映射保持序列可分性；商映射保持 Rk 空间性质；完备映射保

持 c半层空间性质；完备映射逆保持  mod k 可度量性和拟  mod k 可度量性等结果。

Good 和 MacÍas[14] 在探讨广义度量空间的对称积时指出了有限到一闭映射的应用。

在此基础上，唐忠宝、林寿和林福财[15] 通过有限到一闭映射建立了两个关于对称积与

拓扑性质的一般性定理，证明了某些拓扑性质的对称积定理。本文在第 4 章探讨第 2，



第 1 章 引言

5

3 章中获得的有限到一闭映射定理在对称积中的应用，证明点G 性质， 0 ­snf 可数性

质，弱拟第一可数性质，拟第一可数性质，具有点可数 *wcs 网的空间性质， sn对称空

间性质，sn第二可数空间性质，c半层空间性质等也是n重对称积性质。最后，给出 11

个例子，涉及本文所讨论的空间与映射的性质 29 项，说明其关于确定映射的不保持性。

在第 5 章，我们总结了本文 30 个拓扑性质在相应映射作用下的不变性或逆不变

性的结果。这对进一步完善空间与映射理论，发现存在问题，寻求其应用具有一定的作

用。最后，对于本文尚未解决的 41 个映射问题选取 10 个问题作为今后的研究课题。
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第 2 章 关于有限到一闭映射

关于有限到一闭映射是否保持或逆保持拓扑性质还有一些问题尚未解决[10]，如有限

到一闭映射是否保持 ortho 紧性是一个未解决的经典问题[16]，其应用也有待进一步发

现。本章主要讨论几个弱第一可数性之间的关系，研究下述与可数性相关的一些广义度

量性质关于有限到一闭映射的保持及逆保持性质：点G 性质， 0 ­snf 可数性质，弱拟

第一可数性质，拟第一可数性质， csf 可数性质， snf 可数性质， gf 可数性质和 sof 可

数性质，并且证明有限到一闭映射保持下述拓扑性质：sn第二可数空间，g第二可数空

间，具有点可数wcs网的空间， sn对称空间。

2.1 引理

本节介绍几个弱第一可数性之间的关系，引用或证明几个辅助结果。为后节研究与

可数性相关的一些广义度量性质关于有限到一闭映射的保持及逆保持性质做铺垫。

先回忆一些相关概念。

定义 2.1.1[17] 设 X 是拓扑空间。

(1) 对于 P X ， x X ，若 X 中每一收敛于 x的序列 n n
x


是终于 P的，即若序

列 n n
x

 收敛于 x，则存在m使得   :  nx x n m P  ，则称 P为点 x的序列邻域。

(2) 对于 P X ，若 P是 P中每一点的序列邻域，则称 P为 X 的序列开集；若 \X P

是 X 的序列开集，则称 P为 X 的序列闭集。

(3) 若 X 的每一序列开集是 X 的开集，则称 X 是序列空间。

显然， P 是空间 X 的序列闭集当且仅当若由 P 中点组成的序列  n n
x

 收敛于

x X ，则 x P 。易验证：第一可数空间是序列空间；空间 X 是序列空间当且仅当 X 的

每一序列闭集是 X 的闭集。

定义 2.1.2 设空间 X 的子集族 xx X
 


 满足：对于 x X ， x 是 x在 X 中的网，

即 xx  且若 Xx G   ，则存在 xP  使得 P G ；并且如果U ， xV  ，那么存在

xW  使得W U V  。
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(1) 称为 X 的 sn网[18]，若每一 x 的元是 x在 X 中的序列邻域。

(2) 称为 X 的 so网[18]，若每一 x 的元是 X 的序列开集。

(3) 称为 X 的弱基[3]，若G X 使得对于每一 x G 存在 xP  ，有P G ，那么G

是 X 的开子集。

上述 x 依次称为 x的 sn网，so网和弱基。若每一 x 是可数的，则 X 依次称为 snf 可

数空间， sof 可数空间和 gf 可数空间[3, 19]。若 (1) 、(3) 中的 均是可数的，则 X 分别

称为 sn第二可数空间， g第二可数空间[4]
。

定义 2.1.3 设   , :  ,  ,  xP n m x X n m    是空间 X 的子集族，满足对任意

x X 和 n，   ,  x m
P n m


是 x在 X 中递减的网。

(1) 空间 X 称为拟第一可数空间[20]，若 X 存在满足上述条件的集族 ，使得对 X

的子集 A和 x A ，如果对每一n，存在m使得  ,  xP n m A , 则 A是 x的邻域。

(2) 空间 X 称为弱拟第一可数空间[20]，若 X 存在满足上述条件的集族  ，使得对

X 的子集 A，如果对每一 x A 及n，存在m使得  ,  xP n m A ，则 A是 X 的开

集。

(3) 空间 X 称为 0 ­snf 可数空间[21]，若 X 存在满足上述条件的集族，使得对 X

的子集 A，如果对每一 x A 及n，存在m使得  ,  xP n m A ，则 A是 X 的序列

开集。

定义 2.1.4 空间 X 称为 csf 可数空间[19]，若对于每一 x X 存在 X 的子集的可数族

x 满足： xx  ，且若 Xx U   和 n nx
是 X 中收敛于 x的序列，则存在 xP  使得

P U 且序列 n nx
是终于P的。上述 x 称为 x在 X 中的可数 cs网。

上述介绍的几个空间类之间的基本关系如下[21, 22]，这些空间也称为弱第一可数空间

或广义序列性质：
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图 2.1 空间之间的关系（一）

本节进一步介绍上述所定义的弱第一可数性之间的关系，引用或证明几个辅助结

果。

引理 2.1.5 对于空间 X ，下述条件相互等价：

(1) X 是 0 ­snf 可数空间。

(2) 对于每一 x X ，存在 X 的子集族   , :  ,  x xP n m n m   满足：

(2.1) 对于每一n，   ,  x m
P n m


是 x在 X 中递减的网。

(2.2) 对于每一n及 nm ，集  ,  x nn
P n m

 是 x的序列邻域。

(3) 对于每一 x X ，存在 X 的子集族   ,  :  ,  x xP n m n m   满足：

(3.1) 对于每一n，   ,  x m
P n m


是 x在 X 中递减的网。

(3.2) 若 X 中的序列 k kx
收敛于 x，则存在n及 k kx

的子序列 mk m
x


使

得每一  ,  
mk xx P n m 。

证明:    1 3 。设空间 X 的子集族  满足定义 2.1.3(3)。对于每一 x X ，令

  ,  :  ,  x xP n m n m   。只需证明 (3.2) 成立。设 X 中的序列 k kx
收敛于 x。 因

为 是 X 的网，不妨设所有的 kx x 。置  \ :  kH X x k  。对于H中不同于 x的点 z，

由于H是 z的邻域，若 n，则存在m使得  ,  xP n m H 。因为H 不是 X 的序列

开集。由定义 2.1.3(3) ，存在 n 使得对于任意的 m 有  ,  xP n m H ，记

   ,  :  m x kT P n m x k   ，那么 mT   。若某
0m

T 是有限集，则存在 1 0m m 使得
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 
01, \x mP n m X T ，于是

1m
T  ，矛盾。从而每一 mT 为无限集。由此，存在序列 k kx



的子序列 mk m
x


使得每一  ,

mk xx P n m 。

   3 2 。对于每一 x X ，设 X 的子集族   ,  :  ,  x xP n m n m   满足条件(3)。

对于每一n及 nm ，令  ,  x nn
P P n m




 。若 P不是 x的序列邻域，则存在 X 中

收敛于 x的序列 k kx
使得每一 kx P 。由(3.2)，存在n及 k kx

的子序列 mk m
x



使得每一  ,  
mk xx P n m P  ，矛盾。因此 x 满足(2)。

   2 1 。对于每一 x X ，设 X 的子集族   ,  :  ,  x xP n m n m   满足条件(2)。

令 xx X
 


 。若 X 的子集 A 满足对任意 x A 及 n ，存在 nm  使得

 ,  x nP n m A ，则  ,  x nn
P n m A




 。由(2.2)， A是 x的序列邻域，即 A是其每一点

的序列邻域，从而 A是 X 的序列开集。故 X 是 0 ­snf 可数空间。

引理 2.1.5 中的    1 2 并不是显然的。林寿[23] 称定义 2.1.3(3) 的空间为具有可数

扇数的序列网空间；王培、李忠民和刘士琴[24] 按引理 2.1.5 (3) 定义了 0 ­sn 弱第一可数；

林寿、葛英[21] 按引理 2.1.5 (2) 定义了 0 ­snf 可数空间。在此，我们证明了这些定义是

一致的。此外，对于引理 2.1.5 中的各  ,xP n m ，变量 n只要求可数性，变量m要求可数

且有序性。

空间 X 称为 Fréchet 空间[17]，若 A X 且 x A ，则存在由 A中点组成的序列使其收

敛于 x。

引理 2.1.6[21, 23] (1) 空间 X 是弱拟第一可数空间当且仅当 X 是 0 ­snf 可数的序列

空间。

(2) 空间 X 是拟第一可数空间当且仅当 X 是 0 ­snf 可数的 Fréchet 空间。

空间 X 称为 4 空间[16]，若 x X 且每一    nS n  是 X 中收敛于 x的序列，则存

在 X 中收敛于 x的序列 S使得 :  nn S S   是无限集。
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引理 2.1.7[19] 空间 X 是 snf 可数空间当且仅当 X 是 csf 可数的 4 空间。

引理 2.1.8[18] 空间 X 是 gf 可数空间当且仅当 X 是 snf 可数的序列空间。

每一拓扑空间  ,  X  可重新定义下述拓扑 :  O   当且仅当O是  ,  X  的序列

开集[25, 26]。空间  ,  X  称为  ,  X  的序列余反射，简记为 X 。显然， X 是序列空

间， X 与 X 有相同的收敛序列[26]。

引理 2.1.9 空间 X 是 sof 可数空间当且仅当 X 是 snf 可数空间且 X 是 Fréchet 空

间。

证明: 对于每一 A X ，记 A在 X 中的闭包为  cl X A 。

设 X 是 sof 可数空间。显然， X 是 snf 可数空间。设 A X 且  cl Xx A 。让

 x n nP


 是 x在 X 中可数的 so网。由于空间中任意两个序列开集的交仍是序列开集，

不妨设每一 1n nP P  。由于每一 nP是 x在 X 中的开邻域，于是存在 n nx A P  。下面证

明在 X 中序列  n nx
 收敛于 x。设U 是 x在 X 中的开邻域，则存在 m使得

mP U 。否则，存在 X 中的序列 n nz
使得每一 \n nz P U 。因为 x 是 x在 X 中递减的

网，所以在 X 中序列 n nz
收敛于 x，而U是 x在 X 中的序列邻域，从而序列 n nz

是

终于U的，矛盾。设 mP U 。当n m 时， n n mx P P U   。这表明在 X 中，集 A中

的序列 n nx
收敛于 x。故 X 是 Fréchet 空间。

反之，设 X 是 snf 可数空间且 X 是 Fréchet 空间。对于每一 x X ，让  x n nP


 

是 x在 X 中的 snf 网。对于每一 n，令  \ cl \n X nU X X P ，则 nU 是 X 的开集，

从而 nU 是 X 的序列开集且 n nU P 。若 nx U ，即  cl \X nx X P ，由于 X 是 Fréchet

空间，存在 \ nX P中的序列 k kx
使其收敛于 x，这与 nP是 x在 X 中的序列邻域相矛盾，

所以 nx U 。因此 n nU
是 x在 X 中的 so网。故 X 是 sof 可数空间。
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引理 2.1.10 设 :  f X Y 是有限到一的闭映射。若T 是 X 中的序列且  f T 是Y 中

的收敛序列，则序列T存在收敛的子序列。

证明 : 记  n nT x


  。设 Y 中的序列     n n
f T f x





收敛于某点 y Y 。令

    :  nK y f x n   ，  1L f K 。显然，K是Y 的紧子集且T L 。因为 f 是有

限到一的闭映射，所以 L是 X 的紧且可数的子集。由于具有可数网的紧空间是可度量化

空间[13]，于是 L是 X 的紧可度量化子空间。这时， L中的序列T 存在收敛的子序列。

对于拓扑空间 X，Y及映射 :  f X Y 。称 f 是序列商映射[27]，若 n n
y


是空间Y

中的任意一个收敛序列，那么存在空间 X 中的收敛序列 i i
x

使得每一  1
ii nx f y 且

序列 in i
y


是 n n

y
的一个子序列。

引理 2.1.10 表明：有限到一的闭映射是序列商映射[15]。

由于闭映射是伪开映射，且伪开映射是商映射[13]，有下述引理：

引理 2.1.11[15,17,28] 有限到一的闭映射保持且逆保持序列空间性质，Fréchet 空间性

质。

推论 2.1.12 设 :  f X Y 是有限到一的闭映射，则 X 是 Fréchet 空间当且仅当 Y

是 Fréchet 空间。

证明: 记 :  g X Y  为    g x f x ，  x X  。由引理 2.1.11，只需证明 g是

有限到一的闭映射。显然， g是有限到一的。下面证明 g是闭映射。设F是 Y 的闭集，

即F是Y 的序列闭集。由于 f 是连续的，易验证  1f F 是 X 的序列闭集，于是  1g F 是

X 的闭集。这表明 g是连续的。另一方面，设 A是 X 的闭集。如果  f A 中的序列

 n ny
在Y 中收敛于点 y Y 。取定 A中的序列 n nx

 使得每一  n ny f x 。由引理

2.1.10， X 中的序列 n nx
存在收敛的子序列 in i

x


。设在 X 中序列 in i
x


收敛于 x。

由于 A是 X 的序列闭集，所以 x A ，于是    y f x f A  ，从而  f A 是Y 的序列闭

集，即  g A 是 Y 的闭集。故 :  g X Y  是闭映射。
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引理 2.1.13 有限到一闭映射保持且逆保持 4 空间性质。

证明: 设 :  f X Y 是有限到一的闭映射。先设 X 是 4 空间。令 y Y 且每一

   nS n  是Y 中收敛于 y的序列。对于每一n，由引理 2.1.10，存在 X 中的收敛

序列 nT 使得  nf T 是 nS 的子序列，设 nT 收敛于 nt ，则  nf t y 。由于  1f y 是有限集，

存在 x X 及序列 n nt
的子序列 in i

t

使得每一

in
t x 。再由于 X 是 4 空间，所以存

在 X 中收敛于 x的序列T 使得 :  
in

i T T   是无限集。这时，  f T 是Y 中收敛于

y的序列且   :  nn f T S   是无限集。因此Y 是 4 空间。

反之，设Y 是 4 空间。让 x X 且每一    nT n  是 X 中收敛于 x的序列。由于 f

是有限到一映射且 X 是 2T 空间，存在 x在 X 中的邻域V 使得     1V f f x x  。对于

每一n，不妨设 nT V 。显然，  nf T 是Y 中收敛于  f x 的序列。由于Y 是 4 空间，

存在Y 中收敛于点  f x 的序列 S使得   :  nn S f T   是无限集。记  k kS y


 。

不妨设存在
kk nx T 使得每一  k ky f x 且 1k kn n  。由引理 2.1.10，存在序列 k kx

的

子序列 ik i
x


使其收敛于某点 z X 。这时，     1z V f f x x  。令  ik i

T x




，

则T 是 X 中收敛于 x的序列且 :  nn T T   是无限集。故 X 是 4 空间。

2.2 有限到一闭映射保持且逆保持定理

在 2.1 节的基础上，本节主要证明有限到一闭映射保持且逆保持下述拓扑性质：点

G 性质， 0 ­snf 可数性质，弱拟第一可数性质，拟第一可数性质，csf 可数性质， snf

可数性质，gf 可数性质和 sof 可数性质。有些映射定理不必要求是有限到一闭映射，我

们叙述了一些更一般的形式。

空间 X 称为具有点G 性质[13]，若 X 的每一单点集是 X 的G 集。
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定理 2.2.1 有限到一伪开映射保持点G 性质。

证明: 设 :  f X Y 是有限到一伪开映射，其中空间 X 具有点G 性质。对于任意的

y Y ，存在 k使得    1
1, , kf y x x   。对于每一 i k ，存在 X 中递减的开集列

 ,i n n
U


使得  in i

i
U x





 。由于 X 是 2T 空间，不妨设 ,1i i k

U

互不相交。对于每一 n，

令 ,n i n
i k

U U


  ，则  1
nf y U  且    1

1, ,n k
i
U x x f y


  


 。由于 f 是伪开映射，存在 y

的开邻域 )( nn UfV  。下证  n
n
V y





 。显然， n

n
y V





 。对于任意的  \z Y y ，有

   1 1f z f y   ， 于 是    1
n

i
f z U





  。 这 时 ， 存 在 m 使 得

   1
1, , mf z a a   ，那么对于任意的 j m ，有 j n

n
a U





 ，于是存在 jn 使得

jj na U 。

取  max jj m
l n


  ，则对于任意的 j m ，有 j la U ，从而  1

lf z U  ，即

 l lz f U V  。因此  n
n
V y





 。故Y具有点G 性质。

注 由于开映射和闭映射都是伪开映射，所以有限到一开（闭）映射保持点G 性质。

定理 2.2.2 有限到一映射逆保持点G 性质。

证明: 设 :  f X Y 是有限到一映射。设空间Y 具有点G 性质。对于任意的 x X ，

因为 f 是有限到一映射且 X 是 2T 空间，所以存在 X 的开集U使得     1U f f x x  。

取Y 中的开集列 n nO
使得    n

n

f x O




 。这时，

      1 1 1
n n

n n

U f O U f O U f f x x  

 

   
     

    

    。

因此空间 X 也具有点G 性质。

注 上述证明 X 只需是 1T空间。由定理 2.2.2，有限到一开（闭）映射逆保持点G 性

质。

定理 2.2.3 有限到一闭映射保持且逆保持 0 ­snf 可数空间。

证明: 文 [21, 定理 2.5] 已指出序列商的可数到一映射保持 0 ­snf 可数空间。由
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引理 2.1.10，有限到一的闭映射保持 0 ­snf 可数空间。

反之，设 :  f X Y 是有限到一的闭映射，其中空间Y 是 0 ­snf 可数空间。对于每

一 y Y ，让   ,  :  ,  y yP n m n m   是空间Y 中满足引理 2.1.5(2) 条件的集族。对于

每一 x X ，由于 f 是有限到一映射，存在 X 中不交的开集 1U 和 2U ，使得 1x U 且

    1
2\f f x x U  。对于每一 ,  n m，令       1

1,  ,  x f xQ n m U f P n m  。下面证

明空间 X 的子集族   ,  :  ,  x xQ n m n m   满足引理 2.1.5(2) 的要求，从而 X 是

0 ­snf 可数空间。

设 x X 和n。若 Xx U   ，则     1
1 2f f x U U U    。由于 f 是闭映射，

所以存在  f x 在Y 的邻域O使得    1
1 2f O U U U    。因为     ,f x m

P n m


是  f x

在 Y 中 的 网 ， 存 在 m 使 得    ,f xP n m O ， 所 以

        1 1
1 1,  ,  x f xQ n m U f P n m U f O U     ，从而   ,  x m

Q n m

是 x在 X 中递减

的网。另一方面，对于每一 ,  nn m ，如果集  ,  x nn
Q Q n m




 不是 x在 X 中的序列

邻域，则存在 X 中收敛于 x的序列 k kx
使得每一 kx Q 。这时Y 中的序列   k k

f x


收敛于  f x 。由于集    ,  nf xn
P P n m




 是  f x 在Y 中的序列邻域，存在 0k 使得

0 1kx U 且  0k
f x P ，于是  

0

1
1kx U f P Q  ，矛盾。因而Q是 x的序列邻域。

由引理 2.1.6，定理 2.2.3 和引理 2.1.11，有下述两个推论。

推论 2.2.4 有限到一闭映射保持且逆保持弱拟第一可数空间。

推论 2.2.5 有限到一闭映射保持且逆保持拟第一可数空间。

定理 2.2.6 有限到一闭映射保持且逆保持 csf 可数空间。

证明: 文 [15, 引理 3.15] 已指出有限到一闭映射保持 csf 可数空间。

反之，设 :  f X Y 是有限到一的闭映射。设Y 是 csf 可数空间。对于任意的 x X ，

由于Y 是 csf 可数空间，存在点  f x 在Y 中的可数 cs网  f x 。由于 f 是有限到一映射，
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存 在 X 中 不 交 的 开 集 1U 和 2U ， 使 得 1x U 且     1
2\f f x x U  。 令

    1
1 :  x f xU f P P   ，则 x 是 x在 X 中可数的 cs网。事实上，设 X 中的序列

 n nx
收敛于 Xx V   。由于     1

1 2f f x U V U    及 f 是闭映射，存在  f x 在Y

中的邻域O使得    1
1 2f O U V U    。因为在Y 中序列   n n

f x


收敛于  f x O ，

所以存在  f xP  使得 P O 且序列   n n
f x


终于 P 。从而序列  n nx

 终于

 1
1U f P 且    1 1

1 1U f P U f O V    。因此 X 是 csf 可数空间。

推论 2.2.7 有限到一闭映射保持且逆保持 snf 可数空间。

证明: 由引理 2.1.7，snf 可数空间等价于 csf 可数的 4 空间。由定理 2.2.6 和引理

2.1.13，有限到一闭映射保持且逆保持 snf 可数空间。

对于拓扑空间 X，Y及映射 :  f X Y 。称 f 是边缘紧映射[13]，若对每一 y Y ，

 1f y 是 X 的紧子集。

定理 2.2.8 有限到一商映射保持 gf 可数空间。

证明: 先引用 gf 可数空间的一个等价刻画 [22, 推论 2.4.22]：空间 X 是 gf 可数空

间当且仅当 X 是度量空间的商且边缘紧映像。

设 :  f X Y 是有限到一商映射，其中 X 是 gf 可数空间。下证Y是 gf 可数空间。

由于 X 是 gf 可数空间，则存在度量空间 M 及商且边缘紧映射 :  g M X 。令

:  h f g M Y  。易证h是商映射且边缘紧映射 [29, 引理 1.4]。这表明空间Y是度量

空间的商且边缘紧映射的映像，从而Y也是 gf 可数空间。

注 由于闭映射和开映射都是商映射，所以有限到一闭（开）映射保持 gf 可数空间。

推论 2.2.9 有限到一闭映射保持且逆保持 gf 可数空间。

证明: 由定理 2.2.8，有限到一闭映射保持 gf 可数空间。由引理 2.1.8， gf 可数空
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间等价于 snf 可数的序列空间。由推论 2.2.7 和引理 2.1.11，有限到一闭映射逆保持 gf 可

数空间。

推论 2.2.10 有限到一闭映射保持且逆保持 sof 可数空间。

证明: 由引理 2.1.9，空间 X 是 sof 可数空间当且仅当 X 是 snf 可数空间且 X 是

Fréchet 空间。由推论 2.2.7 和推论 2.1.12，有限到一闭映射保持且逆保持 sof 可数空间。

2.3 有限到一闭映射保持定理

本节主要证明有限到一闭映射保持下述拓扑性质：sn第二可数空间，g第二可数空

间，具有点可数wcs网的空间， sn对称空间。

先回忆一些相关定义。

定义 2.3.1 [30] 设 是空间 X 的覆盖， 称为 X 的wcs网，如果 n n
x

 是 X 中收敛

于 x 的 序 列 且 Xx U   ， 则 存 在 P  和  n n
x

 的 子 序 列  in i
x


使 得

 :  
in

x i P U   。若 X 的每一点仅属于 中的可数个元，则 是 X 的点可数wcs网。

定义 2.3.2 对于集合 X ，满足下述条件的函数  : 0,  d X X   称为 X 上的对称

距离[3]：对于 ,  x y X ，  ,  0d x y  当且仅当 x y ；    ,  ,  d x y d y x 。空间 X 称为 sn

对称空间[31]，若存在集合 X 上的对称距离 d满足对于每一 x X ，   ,  1/
n

B x n


是 x在

X 中的 sn网，其中每一     ,  :  ,  B x y X d x y    ， 0  。这时，简称  ,  X d 是 sn

对称空间。空间  ,  X d 称为对称空间，若 X 的子集U 是 X 的开子集当且仅当对于每一

x U ，存在 0  使得  ,  B x U  。

显然，有限到一闭映射是完备映射。已知完备映射不保持 sn第二可数空间、g第二

可数空间[4]。

定理 2.3.3 有限到一闭映射保持 sn第二可数空间。

证明: 设 :  f X Y 是有限到一闭映射，其中 X 是 sn第二可数空间，则 X 具有可数
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sn网性质。令 x
x X

 


  ，其中 可数且每一 x 是 x的 sn网。对于任意的 y Y ，存在 k

使得    1
1 2, , , kf y x x x   。令 { ( ) :  ,  }

iy i i x
i k

f P P i k 


   ，则 y 是 y的 sn网。若不

然，则存在Y中收敛于 y的序列 n n
y


使得每一  n i

i n
y f P


  。由引理 2.1.10， f 是序

列商映射，则存在 X 中序列 k k
z


使其收敛于  1z f y 且  

kn ky f z ， k，存在

 0 1,2, ,i k  使得
0i

z x 。由于 iP是
0i
x 的序列邻域，则存在 0k 使得当 0k k 时有

k i i
i k

z P P


   ，则    kn k i
i k

y f z f P


   与每一  n i
i n

y f P


  矛盾。因此 y
y Y

 


  是Y的

可数 sn网。从而Y是 sn第二可数空间。

一个空间具有可数弱基当且仅当它是具有可数 sn网的序列空间 [18, 引理 2.1]。我

们知道有限到一闭映射保持序列空间性质 [32, 引理 3.2.1]，再由定理 2.3.3 知下述推论

成立。

推论 2.3.4 有限到一闭映射保持 g第二可数空间。

已知完备映射不保持具有点可数wcs网的空间[22]。

定理 2.3.5 有限到一闭映射保持具有点可数wcs网的空间性质。

证明：设 :  f X Y 是有限到一闭映射，其中 X 具有点可数wcs网，下证Y具有点

可数wcs网。设 是 X 的点可数wcs网。令  :  yD x y Y  ，其中取定每一  1
yx f y ，

再令   :  f D P P   ，那么 是Y的点可数覆盖，往证它是Y的wcs网。设 n n
y



是Y中收敛于 y的序列，且U是 y的邻域。记  1
n nx f y D  ，不妨设所有的 ny U 。

由引理 2.1.10，在  1f U 中序列 n n
x

存在收敛的子序列。这时存在 P  使得 P含有

 n n
x

 的子序列且  1P f U ，从而  f D P 含有 n n
y

的子序列且  f D P U 。

因此 是Y的wcs网。

定理 2.3.6 有限到一闭映射保持 sn对称空间性质。

证明：先引用 sn对称空间的一个等价刻画[31]：空间 X 是 sn对称空间当且仅当 X 具

有点星 sn网 n n


，即每一 n 是 X 的覆盖且对每一 x X ，   st ,  n n
x 


是 x的 sn网。
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设 :  f X Y 是有限到一闭映射，其中 X 是 sn对称空间，即 X 具有点星 sn网

 n n


，不妨设每一 1n  加细 n ，令  n nf  ，下证 n n


是Y的点星 sn网。对任

意 的 y Y ， 先 证 明   st ,  n n
y 


是 y 的 网 。 设 Yy V   ， 存 在 k 使 得

   1
1 2, , , kf y x x x   ，则每一  1

ix f V ，因此存在 in ，使得    1st ,  
ii nx f V  。

选取  max :  im n i k  ，则    1st ,  i mx f V  ，于是     1 1st ,  mf y f V  ，从而

   1st ,  mf f y V  ，即  st ,  my V  。下面再证明对于任意的 n，  st ,  ny  是

y的序列邻域。若不然，则存在Y 中的序列 iy y 并且每一  st ,  i ny y  ，由引理

2.1.10， f 是序列商映射，则存在 X 中序列   1
ja x f y  并且   jf a 是 iy 的子序

列，则存在m k ，使  1
j ma x f y  ，由于  st ,  m nx  是 mx 在 X 中的序列邻域，则存

在 0j ，当 0j j ，有  st ,  j m na x  ，从而         st ,  st ,  j m n nf a f x f y   ，这

与每一  st ,  i ny y  矛盾。

综上所述，Y是 sn对称空间。
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第 3 章 关于商映射

本章继续关注所论空间的映射性质，我们的目的是讨论 5 类拓扑性质，即序列可分

性、 Rk 空间性质、 c半层空间性质、  mod k 可度量性和拟  mod k 可度量性，在确定

映射作用下的行为。主要涉及映射保持序列可分性，商映射保持 Rk 空间性质，完备映射

保持 c半层空间性质，完备映射逆保持  mod k 可度量性和拟  mod k 可度量性。

3.1 基本概念

先回忆一些相关概念。

定义 3.1.1[33] 空间 X 称为序列可分的，如果存在 X 的可数子集 D使得对于每一

x X 有D中的序列 n n
x


使得 n n

x


在 X中收敛于 x。这时D称为 X的序列稠子集。

显然，序列可分空间是可分空间。

定义 3.1.2[34] 空间 X称为 Rk 空间，若 X是完全正则空间且函数 :  f X R 满足对于

X的任意紧子集K， |Kf 是连续的，则 f 是连续的。

显然，完全正则的 k空间是 Rk 空间。

定义 3.1.3[35] 空间 X 称为 c半层空间，如果对于 X 的任一紧空间K，对应 X 的开

集列   n n
U K


满足：

(1)  n
n

K U K




 ；

(2) 若 F 是 X 中的紧子集，且K F ，则每一    n nU K U F 。

定义 3.1.4[36] 空间 X 的集族 称为 X 的  mod k 基（拟  mod k 基），如果存在 X的

紧（闭可数紧）覆盖及 X 的开子集族  满足：对于每一K  及 X的含K的开集U ，

存在 B  使得K B U  。上述  称为关于的  mod k 基（拟  mod k 基）。具有 局

部有限  mod k 基（拟  mod k 基）的正则空间称为  mod k 可度量空间（拟  mod k 可

度量空间）。
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显然，度量空间是  mod k 可度量空间，  mod k 可度量空间是拟  mod k 可度量空

间。

3.2 主要结果

本节主要讨论 3.1 节中所定义的 5 类拓扑性质，即序列可分性、 Rk 空间性质、 c半

层空间性质、  mod k 可度量性和拟  mod k 可度量性，在确定映射作用下的行为。

已知映射保持可分性。对于序列可分性，有类似的结果。

定理 3.2.1 映射保持序列可分性。

证明: 设 :  f X Y 是映射，其中 X 具有可数的序列稠子集 D。下证可数子集

 f D 是拓扑空间Y 的序列稠子集。对于每一 y Y ，因为    Y f X f D  ，则存在

x D 使得  f x y ，从而存在序列 n n
x D




 使得 nx x 。因为 f 是连续映射，所以

Y中的序列    nf x f x ，而    nf x f D 且  f x y 。因此  f D 是Y的序列稠子集，

则Y是序列可分空间。

定理 3.2.2 设 :  f X Y 是商映射，其中 X 是 Rk 空间。若Y是完全正则空间， 则

Y是 Rk 空间。

证明: 设函数 :  g Y R 满足对于空间Y的紧子集K，
K

g 连续。下面证明 g连续。

由于 f 是商映射，只需证明 :  g f X R 连续。若 L是空间 X 的紧子集，则  f L 是空

间Y的紧子集，于是    :  
f L

g f L R 连续，从而 :  
L

g f L R 连续。由于 X 是 Rk 空间，

所以 :  g f X R 连续，故 g连续。因此Y是 Rk 空间。

定理 3.2.3 完备映射保持 c半层空间性质。

证明: 设 :  f X Y 是完备映射，其中 X 是 c 半层空间，下证Y是 c半层空间。对

于Y中任意的紧子集K，由于 f 是完备映射，所以  1f K 是 X 的紧子集。由 X 是 c 半

层空间，则对应 X 的开集列    1
n n

U f K


满足定义 3.1.3 的条件。不妨设每一
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     1 1
1n nU f K U f K 
  。令      1\ \n nG K Y f X U f K 。下证K对应Y的开集

列   n n
G K


满足定义 3.1.3 的条件。

首先由 X 是 c半层空间，我们得到     1 1
n

n
f K U f K 





 。则

其次若 F 是 Y 中的紧子集，且 K F ，则      1 1
1n nU f K U f F 
  ，从而

   n nG K G F 。因此Y是 c半层空间。

已知完备映射保持  mod k 可度量性[4]。

定理 3.2.4 (1) 完备映射逆保持  mod k 可度量性。

(2) 完备映射逆保持拟  mod k 可度量性。

证明: 仅证明 (1)，可类似证明 (2) 成立。设 :  f X Y 是完备映射，其中正则空

间 Y 关于Y 的紧覆盖  具有 局部有限  mod k 基  。这时， X 是正则空间 [10]。令

 1f   ，  1f  ，则是 X 的紧覆盖， 是 X 的 局部有限的开集族。下证

是关于的  mod k 基。

对于任意的F，及 XF U   ，存在C  ，使得  1F f C U  。由于 f 是

闭映射，存在C在Y中开邻域V 得  1f V U  。因为  是Y的  mod k 基，存在 B  使

得C B V  ，从而      1 1 1F f C f B f V U      且  1f B   。因此是关于

的  mod k 基，从而 X 是  mod k 可度量空间。

综上所述，完备映射逆保持  mod k 可度量性。

          
      

1 1 1

1

\ \ \ \ \ \

\ \

n n
n n

n n
n n

K Y f X f K Y f X U f K Y f X U f K

Y f X U f K G K

  

 



 

  

 

 

 

 

 
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第 4 章 应用及例子

本章由两部分内容组成，一是讨论有限到一闭映射定理在对称积的应用；二是给出

例子说明我们所讨论的空间关于确定映射的不保持性，同时也否定回答林寿[10]，沈荣鑫

[37] 提出的几个映射问题。

4.1 应用

最近，Good 和 MacÍas[14] 在讨论广义度量空间的对称积时指出了有限到一闭映射的

应用。在此基础上，彭良雪、孙愿[38] 研究了满足某些广义度量性质的对称积性质。唐

忠宝、林寿和林福财[15] 通过有限到一闭映射建立了两个关于对称积与拓扑性质的一般

性定理，并且列举或证明了 68 个拓扑性质满足对称积定理。这表明了有限到一闭映射

在探讨空间的映射性质中的独特作用，同时具有较广的应用前景。对称积性质与有限可

积性质及有限到一闭映射性质密切相关[14, 15]。

定义 4.1.1[39] 对于拓扑空间  ,  X  ， 2X 表示 X 的全体非空紧子集之族。对于

n，令    2 :  X
n X A A n    。集合2X 赋予 Vietoris 拓扑（超空间拓扑），其基

元形如：

 1 2, , , 2 :  ,  ,  1, ,X
k i i

i k

U U U A A U A U i k


 
      
 

   ，

其中 k且每一 iU 是 X 的开集。  n X 赋予2X 的子空间拓扑称为 X 的n重对称积。

有两种类型的n重对称积性质。一是n重对称积  n X 具有性质 P当且仅当空间 X

具有性质 P，已知 csf 可数空间，snf 可数空间，sof 可数空间等均具有这种n重对称积

性质[15]；二是 n重对称积  n X 具有性质 P当且仅当积空间 nX 具有性质 P，已知 gf 可

数空间等具有这种n重对称积性质[15]。本节将证明下述性质也是n重对称积性质：点G

性质， 0 ­snf 可数性质，弱拟第一可数性质，拟第一可数性质，具有点可数 *wcs 网的

空间性质， sn对称空间性质， sn第二可数空间性质， c半层空间性质。

下述引理表明了有限到一闭映射与n重对称积之间的联系。
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引理 4.1.2[14] 对于空间 X 及 n，  :  n
n nf X X 是有限到一闭映射，其中

 :  n
n nf X X 定义为    1 2 1 2, , , , , ,n n nf x x x x x x  。

先证明几个有限可积性的结果。

引理 4.1.3 0 ­snf 可数性质是有限可积性。

证明: 设 k且   :  1,2, ,iX i k  是 0 ­snf 可数空间集。记 ii k
X X


 。对于

每 一  1 2, , , kx x x x X  及 i k ， 由 于 iX 是 0 ­snf 可 数 空 间 ， 让

  ,  :  ,  
i ix xP n m n m    是空间 iX 的满足引理 2.1.5(3) 要求的子集族。对于每一

 1 2, , , k
kn n n n   及 m ，令    ,  ,  

ix x ii k
P n m P n m


 。下面证明 X 的集族

  ,  :  ,  k
x xP n m n m     在 x处满足引理 2.1.5 (3) 的要求。首先， k 是可数的。

对于任意的  1 2, , , k
kn n n n   ，显然，   ,  x m

P n m

关于m是递减的。设U是 x

在 X 中的邻域，则存在每一 iX 的开集 iU 使得 ii k
x U U


  。对于每一 i k ，由于

  ,  
ix i m

P n m


是 ix 在 iX 中 的 网 ， 存 在 im  使 得  ,  
ix i i iP n m U 。 令

 max :  im m i k  ，则    ,  ,  
ix x i i ii k i k

P n m P n m U U
 

    。这表明   ,  x m
P n m



是 x在 X 中递减的网。另一方面，设 X 中的序列    jx j


收敛于 x X ，其中每一

        1 2,  , ,  kx j x j x j x j  ，则对于每一 i k ，在 iX 中序列    jx j


收敛于 ix ，由

引理 2.1.5 的条件 (3.2)，存在 in 及序列   i j
x j


的子序列   i m m

x j


使得每一

   ,  
ii m x ix j P n m 。不妨设序列 m mj

与 i是无关的。令  1 2, , , k
kn n n n   ，则序列

   jx j


的子序列   m m
x j


满足每一    ,  m xx j P n m 。由引理 2.1.5， X 是 0 ­snf 可

数空间。

引理 4.1.4 点可数wcs网具有有限可积性。

证明 : 设 k 且   : 1,2, ,iX i k  是具有点可数 wcs 网的空间族。记

i k iX X 。设 i 是 iX 的点可数wcs网。令  :  i k i i iP P    。显然，  是点可数
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的。下证  是 X 的wcs网。

对于任意  1 2, , , kx x x x X  及 x在 X 中的任意开邻域W ，存在 i k iU U 使得

x U W  ，其中每一 iU 是 iX 中的开集且 i ix U 。设 X 中的序列    jx j


收敛于 x X ，

其中每一         1 2,  , ,  kx j x j x j x j  ，则对于每一 i k ，序列   i j
x j


收敛于 ix 。

因 1 是 1X 的 wcs网，则存在的子列 1 及 1 1P  使得   
1

1 1 1j
x j P U


 


。又因为

  
1

2 j
x j


收敛于 2x ，并且 2 是 2X 的 wcs 网，则存在 1 的子列 2 及 2 2P  使得

  
2

2 2 2j
x j P U


 


。以此类推，存在子列 1 1k k       及 k kP  使得

  
i

k k kj
x j P U


 


。因此   

k
i k i i k ij

x j P U U W 
   


。故 X 具有点可数wcs

网。

引理 4.1.5 sn对称空间具有有限可积性。

证明: 设 k且   : 1,2, ,iX i k  是 sn对称空间族，让 id 是 iX 上的对称距离，使

得对于任意的 i ix X ，   ,  1/ :  
id iB x n n 是 ix 在 iX 中的 sn网。令 i k iX X 。对于 X

中任意的  1 2, , , kx x x x  及  1 2, , , ky y y y  ，定义      1 1 1,  ,  ,  k k kd x y d x y d x y  。

显然，d是 X 上的对称距离。下证  ,  X d 是 sn对称空间。

对于任意的  1 2, , , kx x x x X  ，令   ,  1/ :  x dB x n n   ，则 x 就是 x在 X 中

的 sn网。事实上，对于 x在 X 中的任意邻域W，存在 i k iU U 使得 x U W  ，其中

每一 iU 是 iX 中的开集且 i ix U 。因  ,  i iX d 是 sn 对称空间，则存在 in  使得

 ,1/
id i i iB x n U 。 取  max :  in n i k  。 若  ,  1/dy B x n ， 则

   ,  ,  1/ 1/i i i id x y d x y n n   ， 于 是  ,  1/
ii d i iy B x n ， 从 而

   ,  1/ ,  1/
id i k d i i i k iB x n B x n U W    。因此 x 是 x在 X 中的网。另一方面，需

要 证 明 对 于 任 意 的 n ，  ,  1/dB x n 是 x 在 X 中 的 序 列 邻 域 。 若

  ,  1/
ii k d iy B x kn ，则        1 1 1,  ,  ,  / 1/k k kd x y d x y d x y k kn n    ，从而
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 ,  1/dy B x n ，于是     ,  1/ ,  1/
ii k d i dB x kn B x n  。由于每一  ,  1/

id iB x n 是 ix 在 iX

中的序列邻域，所以  ,  1/
ii k d i iB x n 是 x在 X 中的序列邻域，于是  ,  1/dB x n 是 x在 X

中的序列邻域。因此 X 是 sn对称空间。

引理 4.1.6 sn第二可数空间具有有限可积性。

证明: 设 k且   :  1,2, ,iX i k  是具有可数 sn网的空间族。设
i

i i
i x

x X
 


  是 iX

的可数 sn 网，其中每一
ix

 是 ix 在 iX 中的 sn 网。记 i k iX X 。对于任意的

 1 2, , , kx x x x X  ，令 x
x X

 


  ，其中  :  
ix i k i i xP P    。显然，  是可数的。

下证 是 X 的 sn网。

对于每一 x X 及 x的任意开邻域U，不妨设 i k iU U ，其中每一 iU 是 iX 中的开

集且 i ix U 。因
ix

 是 ix 在 iX 中的 sn网，则存在
ii xP  使得 i i ix P U  ，则 i k i xP   且

i k ix P U  。因此 x 是 x在 X 中的网。下证对于任意的 xP  ，P是 x在 X 中的序

列 邻 域 。 对 于 X 中 任 意 收 敛 于 x X 的 序 列    jx j


， 其 中 每 一

        1 2,  , ,  kx j x j x j x j  ，则对于每一 i k ，   i j
x j


收敛于 ix 。因 iP是 ix 的序

列邻域，所以存在 ij 使得 ij j 时  i ix j P 。取  1 2max ,  , ,  km j j j  ，从而当 j m

时有   i k ix j P P  。因此 x 是 x在 X 中的 sn网。

综上所知，是 X 的可数 sn网。

引理 4.1.7[40] c半层空间是可数可积性质。

定理 4.1.8 设 X 是拓扑空间且 n，则空间 X 具有点G 性质（或 0 ­snf 可数性

质）当且仅当  n X 具有点G 性质（或 0 ­snf 可数性质）。

证明: 显然，具有点G 性质是有限可积性和遗传性，所以空间 X 具有点G 性质

当且仅当积空间 nX 具有点G 性质。由引理 4.1.2 及定理 2.2.1 和定理 2.2.2，积空间 nX

具有点G 性质当且仅当n重对称积  n X 具有点G 性质。
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对于 0 ­snf 可数性质，利用引理 4.1.2，引理 4.1.3 和定理 2.2.3，可类似证明。

定理 4.1.9 设 X 是拓扑空间且 n，则积空间 nX 具有弱拟第一可数性质（或拟

第一可数性质）当且仅当  n X 具有弱拟第一可数性质（或拟第一可数性质）。

证明: 利用引理 4.1.2，推论 2.2.4（或推论 2.2.5），积空间 nX 具有弱拟第一可数

性质（或拟第一可数性质）当且仅当  n X 具有弱拟第一可数性质（或拟第一可数性质）。

定理 4.1.10 设 X 是拓扑空间且 n，则空间 X 具有点可数 *wcs 网（或 sn对称

空间， sn第二可数空间，c半层空间）当且仅当  n X 具有点可数 *wcs 网（或 sn对称

空间， sn第二可数空间， c半层空间）。

证明: 设空间 X 具有点可数 *wcs 网，由引理 4.1.4，则 nX 具有点可数 *wcs 网，再

由引理 4.1.2 及定理 2.3.5，则  n X 具有点可数 *wcs 网。相反地，若  n X 具有点可

数 *wcs 网，易验证具有点可数 *wcs 网性质是遗传性质，于是  n X 的子空间  1 X 具

有点可数 *wcs 网。由于  1 X 同胚于 X ，所以 X 具有点可数 *wcs 网。

对于 sn对称空间（ sn第二可数空间），利用引理 4.1.2 和引理 4.1.5（引理 4.1.6）

及定理 2.3.6（定理 2.3.3）可类似证明。

对于 c半层空间，利用引理 4.1.2 和引理 4.1.7 及定理 3.2.3 可类似证明。

例 4.1.11 存在具有可数弱基的对称空间 X ，使得  2 X 既不具有可数弱基，也不

是对称空间。

令   2 0Y S  P ，其中 2S 是 Arens 空间 [11, 例 1.6.19]。这时空间Y不是序列空

间 [4, 例 1.8.6]。再令   2 0X S  P 。由于 2S 和  0P 都是具有可数弱基的对称空

间，于是 X 也是具有可数弱基的对称空间。又由于Y是 2X 的闭子空间且序列空间性质

是闭遗传性质，于是 2X 不是序列空间。因为序列空间性质关于有限到一闭映射是逆保

持性质[28]，由引理 4.1.2 知  2
2:f X X 是有限到一闭映射，所以  2 X 不是序列空

间。又因为具有可数弱基空间和对称空间都是序列空间，所以  2 X 既不具有可数弱基，
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也不是对称空间。

4.2 例子

本节用几个例子说明一些空间在确定映射作用下的行为。我们的例子也给林寿[10]，

沈荣鑫[37] 提出的问题否定回答，见例 4.2.5 和例 4.2.8 的注。

为了叙述的简洁起见，图 4.1 [4, 22]、图 4.2 [22] 和图 4.3 [13] 列举出我们要利用的

一些空间之间的主要关系。

图 4.1 空间之间的关系（二） 图 4.2 空间之间的关系（三） 图 4.3 空间之间的关系（四）

例 4.2.1 有限到一开映射不能保持（A）中的任何拓扑性质。

（A）so可度量空间(4)1，sn可度量空间(5)，k可度量空间(6)， *k 可度量空间(7)，

 mod k 可度量空间(8)，拟  mod k 可度量空间(9)。

由 [32，例 2.4.1]，存在度量空间M 及有限到一开映射 :f M X ，使得 X 是第

一可数的 空间，但 X 不是正规空间。由于度量空间具有（A）中的任何拓扑性质（见

图 4.1 及 [4, 定义 3.7.1]），下面只需说明 X 不具有（A）中的任何拓扑性质。

（a） X 不是 k可度量空间。

正则空间中 k 可度量空间等价于具有 紧有限 k网的空间 [26, 定理 6.4]，而由

[4, 定理 2.5.11]，若 X 是具有 紧有限 k网的正则的 Fréchet 空间，则 X 是 Lăsnev

空间，从而 X 是正规空间。这与 X 不是正规空间相矛盾，所以 X 不是 k可度量空间。

由图 4.1 知 X 也不是 k可度量空间， so可度量空间， sn可度量空间。

1 为了便于查对，本节中拓扑性质后圆括号内的数字指第 5 章表 5.1 中空间的编号。
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（b） X 不是拟  mod k 可度量空间。

若 X 是拟  mod k 可度量空间，由 X 是 空间，则 X 是  mod k 可度量空间 [4, 定

理 3.7.5]，即仿紧 p空间 [4, 定理 3.7.2]，从而 X 是正规空间，这与 X 不是正规空间

相矛盾，所以 X 不是拟  mod k 可度量空间，因此 X 也不是  mod k 可度量空间。

例 4.2.2 开紧映射不能保持（B）中的任何拓扑性质。

（B）弱拟第一可数空间(11)， gf 可数空间(12)， csf 可数空间(15)， sn对称空

间(24)。

由 [41, 例 15]，存在度量空间的商至多二到一映像 X 及开紧映射
1

:f X S ，

其中
1

S 是扇空间 [4, 例 1.8.7]。这时，X 是对称空间 [22, 推论 3.2.8]，从而 X 具有

（B）中任何拓扑性质（见图 4.2）。但
1

S 不是 csf 可数空间 [22, 例 1.4.2(3)]，故

开紧映射不能保持（B）中的任何拓扑性质。

例 4.2.3 开映射不能保持（C）中的任何拓扑性质。

（C）点可数弱基(19)，点可数 cs网(20)。

显然，度量空间具有（C）中的任何拓扑性质，由引理 1.2.2，只需构造一个不具

有（C）中任何拓扑性质的第一可数空间。[32, 例 3.4.16] 构造了一个不具有点可数

基的正则可展空间    。显然，    是第一可数空间。由于（C）中所列空间均具

有点可数wcs网（见图 4.1），为证明开映射不能保持（C）中的任何拓扑性质，只需

说明    不具有点可数wcs网。由 [22, 推论 2.1.7(3)]，具有点可数wcs网的第一

可数的正则空间具有点可数基，所以    不具有点可数wcs网。

例 4.2.4 开映射不能保持（D）中的任何拓扑性质。

（D） g第二可数空间(1)， sn第二可数空间(2)。

让 :  f X S 是 [22, 例 2.6.9(1)] 中的开映射，其中 X 具有 g第二可数性质，S

是序列扇。我们知道序列扇 S不是 snf 可数空间 [22, 例 1.4.2]，从而 S不具有（D）
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中的任何拓扑性质（见图 4.2）。而由于 X 具有（D）中的任何拓扑性质，所以开映射

不能保持（D）中的任何拓扑性质。

例 4.2.5 有限到一闭映射逆不保持（E）中的任何拓扑性质。

（E）g第二可数空间(1)，sn第二可数空间(2)，序列可分空间(3)，sn对称空间(24)，

具有点可数wcs网的空间(22)， c半层空间(28)。

对 1,  2i  ，记  2 2
iC x y i   。取 1 2X C C  ，并赋予下述拓扑：对于 z X ，若

2z C ，则 z是 X 的孤立点；若 1Cz ，则 z在 X 中的邻域基元形如   \i jV p V z ，其中

j， jV 是 1C 的中心在 z，弧长为1/ j的开圆弧，且映射 1 2:  p C C 满足三点 0, x ，

 p x 成一直线。空间 X 称为 Alexandroff 双圆空间 [11, 例 3.1.26]，它是紧的第一可数

空间。由于 2C 是 X 的不可数的离散子空间，所以 X 不是可度量空间。由于具有点可数

wcs网的正则的第一可数空间是具有点可数基的空间 [22, 推论 2.1.7]，而具有点可数

基的紧空间是可度量化空间 [13, 定理 7.6.1]，故 X 不具有点可数wcs网。由于弱基是

sn网 [18]，而 sn网是 wcs网 [18]，所以 X 也不具有可数 sn网和可数弱基，即 X 不是 g第

二可数空间和 sn第二可数空间。由于 2C 是空间 X 的不可数的开离散子集，所以 X 不是

可分空间，从而 X 也不是序列可分空间。由于半度量的紧空间是可度量化空间 [13, 推

论 7.5.2 和定理 7.5.13]，所以 X 不是半度量空间。又由于第一可数的 sn对称空间是半度

量空间 [22, p. 122]，所以 X 不是 sn对称空间。由于 c 半层的紧空间是可度量化空间[35]，

所以 X 不是 c半层空间。

让 1Y C 具有欧几里得拓扑。定义 :  f X Y 是自然投射。易验证 f 是闭且二到一

映射。由于Y是紧可度量空间，所以Y具有（E）中的任何拓扑性质。这表明有限到一

闭映射逆不保持（E）中的任何拓扑性质。

注 文 [10] 讨论了 110 个拓扑性质关于有限到一闭映射的逆不变性，其中 CCC 性

质，局部连通性质，perfect 性质2，可分性质，没有提供反例。下面说明例 4.2.5 就是一

2 拓扑空间 X 称为 perfect, 若 X 的每一开集是 X 的可数个闭子集的并集.
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个恰当的例子。显然，空间Y 是 CCC，局部连通，perfect，可分空间。易见， X 不是

CCC 空间，不是局部连通空间，不是可分空间。由空间 X 的紧性， 2C 的子集F 是 X 的

闭子集当且仅当 F 是有限集，所以 X 的开集 2C 不是 X 的可数个闭子集的并，故 X 不是

perfect。以上说明有限到一闭映射逆不保持 CCC 性质，局部连通性质，perfect 性质，可

分性质。

例 4.2.6 有限到一闭映射逆不保持（F）中的任何拓扑性质。

（F）so可度量空间(4)，sn可度量空间(5)，k可度量空间(6)，k可度量空间(7)，

点可数弱基(19)，点可数 cs网(20)，点可数 k网(21)， g可展空间(23)，正则G 对角线

(25)， G
对角线(26)，拟G 对角线(27)， # 空间(30)。

让 :  f X Y 是例 4.2.5 中构造的闭且二到一的映射，其中 X 是 Alexandroff 双圆

空间，Y是单位圆周。于是Y具有（F）中任何拓扑性质。这时， X 是不可度量的第一

可数的紧空间。由于具有拟G 对角线的紧空间是可度量化空间（见 [4, 定理 B.3.6]），

所以 X 不具有拟G 对角线。例 4.2.5 已证明 X 不具有点可数 *wcs 网，不是 sn对称空间，

也不是 c半层空间。由图 4.1­4.3 ， X 不具有（F）中的任何拓扑性质。

例 4.2.7 完备映射不能保持（G）中的任何拓扑性质。

（G） g第二可数空间(1)， sn第二可数空间(2)， gf 可数空间(12)， snf 可数空

间(14)， g可展空间(23)， sn对称空间(24)。

让 2:  f S S 是 [32，例 3.1.8] 中的完备映射，其中 2S 是 Arens 空间， S 是序

列扇。由于 2S 是 g第二可数的 g可展空间 [22, 例 1.4.1, 推论 3.2.12]，所以 2S 具有

（G）中的任何拓扑性质（见图 4.2）。又由 [22, 例 1.4.2] 知 S不是 snf 可数空间，

所以 S不具有（G）中的任何拓扑性质（见图 4.2）。因此完备映射不能保持（G）中

的任何拓扑性质。

例 4.2.8 完备映射不能保持（H）中的任何拓扑性质。
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（H）拟第一可数空间(10)， sof 可数空间(13)， csf 可数空间(15)。

让 :  q X Y 是 [32，例 3.2.11] 中的完备映射，其中 X 是蝶形空间，Y是非第一

可数的强 Fréchet 空间。由于强 Fréchet 空间的 csf 可数空间是第一可数空间 [21, 定

理 3.6]，从而Y不是 csf 可数空间，因而Y既不是 sof 可数空间也不是拟第一可数空间

（见图 4.2）。因此完备映射不能保持（H）中的任何拓扑性质。

注 文 [37, 问题 2.10] 问：完备映射能否保持拟第一可数空间？例 4.2.8 给出

否定回答。

例 4.2.9 完备映射逆不保持（ I）（ J）中的任何拓扑性质。

（ I）拟第一可数空间(10)，弱拟第一可数空间(11)， gf 可数空间(12)， sof 可数

空间(13)， snf 可数空间(14)， csf 可数空间(15)，点G 性质(16)。

（ J）强  空间(29)。

证 由引理 1.2.3，只需构造不具有（ I）（ J）中的任何拓扑性质的紧空间。让

   1 1=A    是离散空间 1 的单点紧化，其中是  1A  中非离散点。  1A  不是 csf

可数空间 [42, 引理 4.1]。易验证，  1A  也不具有点G 性质。由图 4.2 知  1A  不

具有（ I）中的任何拓扑性质。

设 X 是 [4, 例 3.2.36(3)] 给出的非的强 * 空间。定义 :  f X X I 是投射。

则 f 是完备映射 [4, 命题 2.1.10]。若 X I是强 * 空间，由 [4, 定理 3.2.33]， X 是

空间，这与 X 不是空间相矛盾，从而 X I不是强 * 空间。因此完备映射逆不保持

强 * 空间。

例 4.2.10 闭 L映射不能保持（K）（L）中的任何拓扑性质。

（K） so可度量空间(4)， k可度量空间(6)，  mod k 可度量空间(8)，拟  mod k

可度量空间(9)。

（L）拟 G 对角线 (27)， c半层空间 (28)， # 空间 (30)。
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让表示具有通常拓扑的实直线，是的由全体自然数构成的子空间，这时自然

商映射 :  /q   是闭 L映射。显然具有（K）中的拓扑性质且 / 是 Fréchet

空间，从而它是序列空间和 k空间。由于 so可度量的序列空间是度量空间 [43, 结论

2.8]，所以 / 不是 so可度量空间。又由于 k可度量的 k空间是度量空间（见 [26, 定

理 7.1]），故 / 不是 k可度量空间。显然, 是  mod k 可度量空间和拟  mod k 可

度量空间。由于文 [10, 例 3], / 不是q空间，从而 / 不是拟  mod k 可度量空间

[13], 所以 / 也不是  mod k 可度量空间。因此，闭 L映射不保持  mod k 可度量空间

和拟  mod k 可度量空间。

让 X 是关于无理数集 P 的 Michael 直线 [4, 例 3.3.25(1)]，这时有理数集是 X

的闭集且自然商映射 :  /f X X 是闭 L映射。由于在 X 中不是G 集，所以 /X 中

的单点集  不是G 集，于是 /X 不具有点G 性质。由图 4.3，闭 L映射不能保持（L）

中的任何拓扑性质。

例 4.2.11 闭 L映射逆不保持（M）（N）中的任何拓扑性质。

（M）  mod k 可度量空间(8)，拟  mod k 可度量空间(9)。

（N） Rk 空间(17)。

证 由引理 1.2.3，只需构造 LindelÖf 空间不具有（M）（N）中的任何拓扑性质。

让 X 是 [13, 例 2.3.3] 的 Sorgenfrey 直线，则 X 是 LindelÖf 空间。由于 X 具有 G 对角

线，于是 X 的可数紧子集是紧的 [4, 定理 1.4.10]。若 X 是拟  mod k 可度量空间，则 X

是  mod k 可度量空间，从而 X 是仿紧 M 空间 [4, 定理 3.7.2]，于是 X 是可度量化空间

[4, 定理 2.2.12]，矛盾。因此， X 不是拟  mod k 可度量空间，从而也不是  mod k 可度

量空间。

让Y是 Michael 空间 [4, 例 1.8.8]，即  Y p  ，其中 \p   ，赋予 的子

空间拓扑。则Y是正则的 LindelÖf 空间。令  0  1D  ， ，赋予离散拓扑，定义 :  f Y D ，
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使得    0f  且   1pf 。由于   pf  11 且 p不是Y的孤立点，所以 f 不是连续映射。

若K是Y的任意紧子集，则K是有限集，于是 | :  Kf K D 是连续的。这说明Y不是 Rk 空

间。
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第 5 章 总结与展望

本文讨论涉及 30 个拓扑性质关于 8 类映射的 12 种映像或逆映像的性质，圆满

的答卷是获得 360 个映射性质。目前，我们已查阅文献中的结果或显然的结果有 129

个。本文已获得的结果或显然的结果有 190 个，其中包含 20 个映射保持或逆保持定

理和 59 个说明拓扑性质不被确定映射保持或逆保持的反例。这些反例也否定了林寿

[10]，沈荣鑫[37] 提出的几个映射问题。此外，尚有 41 个问题供我们查找或进一步讨论。

本章用表 5.1 列出 30 个拓扑性质在相应映射下的不变性或逆不变性。对表 5.1

中相关符号说明如下：

（1）‘＋’表示相应映射保持或逆保持拓扑性质；‘－’表示相应映射不保持或逆

不保持拓扑性质；？表示拓扑性质在相应映射作用下是否保持不变有待进一步讨

论。

（2） [a] 表示 30 个拓扑性质的定义可查阅文献 a 或利用文献 a 可得出拓扑性质在

相应映射作用下的行为。

（3） a.b 表示在本文第 a 章 b 节给予证明或例子说明。

（4） 若拓扑性质 c 预先假定满足分离公理 iT（在空间第一栏中的圆括号内），那么原

像空间和像空间都设满足分离公理 iT，编号 21（点可数 k网）中 3＋表示要求原

像空间满足分离公理 3T 。
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表 5.1：30 个拓扑性质的不变性或逆不变性

编

号

映 射

空 间

有 限 到 一

开

开

紧

开

有 限 到 一

闭

完备 闭 L 闭 商

像

逆

像

像 像 像

逆

像

像

逆

像

像

逆

像

像 像

1
g 第二可数

[4]

？ —

[8]

？ －

4.2

＋

2.3

－

4.2

－

4.2

－ － － － －

2
sn第二可数

[22]

？ －

[8]

？ －

4.2

＋

2.3

－

4.2

－

4.2

－ － － － －

3
序列可分

[22]

＋ ？ ＋ ＋ ＋ －

4.2

＋ － ＋ － ＋ ＋

3.2

4
so可度量（ 3T ）

[43]

－

4.2

－

[8]

－ － ＋ －

4.2

＋

[43]

－ －

4.2

－ － －

5
sn可度量（ 3T ）

[22]

－

4.2

－

[8]

－ － ＋

[44]

－

4.2

－

[44]

－ － － － －

6
k可度量（ 3T ）

[26]

－

4.2

－

[8]

－ － ＋ －

4.2

＋

[26]

－ －

4.2

－ － －

7
*k 可度量（ 3T ）

[22]

－

4.2

－

[8]

－ － ＋ －

4.2

＋ － ＋

[45]

－ －

[46]

－

8
 mod k 可 度 量

[4]

－

4.2

－

[8]

－ － ＋ ＋ ＋

[4]

＋

3.2

－

4.2

－

4.2

－ －

9
拟  mod k 可 度

量 [4]

－

4.2

－

[8]

－ － ？ ＋ ？ ＋

3.2

－

4.2

－

4.2

－ －

10
拟第一可数

[22]

＋

[37]

－

[8]

？ ？ ＋

[37 ]

＋

2.2

－

4.2

－

4.2

－ － － －
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编

号

映 射

空 间

有 限 到 一

开

开

紧

开

有 限 到 一

闭

完备 闭 L 闭 商

像

逆

像

像 像 像

逆

像

像

逆

像

像

逆

像

像 像

11
弱拟第一可数

[22]

＋

[37 ]

－

[8]

－

4.2

－ ＋

[37 ]

＋

2.2

－

[37 ]

－

4.2

－ － － －

12
gf 可数

[22]

＋

2.2

－

[8]

－

4.2

－ ＋

[15 ]

＋

2.2

－

4.2

－

4.2

－ － － －

13
sof 可数

[22]

？ ？ ？ ？ ＋

[15 ]

＋

2.2

－

4.2

－

4.2

－ － － －

14
snf 可数

[22]

？ ？ －

[4]

－ ＋

[15 ]

＋

2.2

－

4.2

－

4.2

－ － － －

15
csf 可数

[22]

？ ？ －

4.2

－ ＋

[15 ]

＋

2.2

－

4.2

－

4.2

－ － － －

16
点 G 性质

[22]

＋

2.2

＋

2.2

－

[47]

－ ＋

2.2

＋

2.2

－

[48]

－

4.2

－ － － －

17
Rk  1

23T

[34]

＋ －

[8]

＋ ＋ ＋ ？ ＋ ？ ＋ －

4.2

＋ ＋

3.2

18
sharp 基

[4]

－

[49 ]

－

[49 ]

－ － －

[49 ]

－

[49 ]

－ － － － － －

19
点可数弱基

[22]

？ －

[8]

？ －

4.2

？

[22 ]

－

4.2

－

[22 ]

－ － － － －

20
点可数 cs网

[22]

？ －

[8]

？ －

4.2

？ －

4.2

－

[22 ]

－ － － － －
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本文对于所讨论的 30 个拓扑性质做了较深入的分析与探讨，这对进一步完善空间

编

号

映 射

空 间

有 限 到 一

开

开

紧

开

有 限 到 一

闭

完备 闭 L 闭 商

像

逆

像

像 像 像

逆

像

像

逆

像

像

逆

像

像 像

21
点可数 k网

[22]

？ －

[8]

－

[50]

－ ＋ －

4.2

＋

[4]

－ 3＋ － －

[22 ]

－

22
点可数

*wcs 网

[22]

？ －

[8]

－

[50]

－ ＋

2.3

－

4.2

－

[22 ]

－ － － － －

23
g 可展

[22]

？ －

[8]

－

[8]

－ ？ －

4.2

－

4.2

－ － － － －

24
sn对称

[22]

？ ？ －

4.2

－ ＋

2.3

－

4.2

－

4.2

－ － － － －

25
正 则 G 对 角 线

[13]

－

[51]

？ － － －

[52]

－

4.2

－ － － － － －

26
*G 对角线

[13]

？ ？ －

[8]

－ －

[52]

－

4.2

－ － － － － －

27
拟 G 对角线

[13]

＋

[53 ]

？ －

[47 ]

－ ？ －

4.2

？ － －

4.2

－ － －

28
c半层

[4]

？ ？ －

[47 ]

－ ＋ －

4.2

＋

3.2

－ －

4.2

－ － －

29
强 *

[4]

－

[54 ]

－

[8]

－ － ＋ ？ ＋ －

4.2

＋ － ＋

[4]

－

30
#

[4]

＋

[8]

？

[8]

－

[55]

－ ＋ －

4.2

＋

[53 ]

－ －

4.2

－ －

[4]

－
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与映射理论，寻求其应用具有一定的作用，同时也发现了一些尚未解决的映射问题。我

们选取下列 10 个问题作为今后的研究课题：

（1）有限到一开映射是否保持 g第二可数空间？

（2）有限到一开映射是否保持 c半层空间？

（3）有限到一开映射是否保持或逆保持 snf 可数空间？

（4）有限到一开映射是否保持或逆保持 csf 可数空间？

（5）开紧映射是否保持拟第一可数空间？

（6）有限到一闭映射是否保持具有点可数弱基的空间？

（7）有限到一闭映射是否保持 g可展空间？

（8）完备映射是否保持拟  mod k 可度量空间？

（9）完备映射是否保持拟G 对角线？

（10）完备映射是否逆保持 Rk 空间？
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