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中文摘要

I

摘 要

序列的收敛性是拓扑学与分析学的重要研究对象。这一方面是由于收敛性与连续

性、紧性等性质密不可分，另一方面是因为收敛性在可和性理论中起了基础性的作用。

统计收敛性作为收敛性的重要推广，有着重大的研究意义。本文主要做了下面三个方面

的工作：

(1) 在一般拓扑空间中，引入了序列紧空间的统计定义并讨论其相应的拓扑性质，

深化了拓扑群与可度量化空间中关于序列紧空间的一些结果。

(2) 讨论了统计序列空间的性质，引入了统计序列连续映射、统计序列覆盖映射与

统计序列商映射，探讨了这些映射与非统计意义下相关映射的关系以及他们在统计序列

空间中的作用，否定地回答了关于统计序列空间乘积性的一个问题。

(3) 在一般收敛，统计收敛等收敛性的基础上，引入一般拓扑空间的  G方法，从而

引入  G序列空间和  G -Fréchet-Urysohn空间，探讨了  G序列空间， G -Fréchet-Urysohn 空

间的刻画，遗传性及映射性质，建立了连续性与  G连续性的相互关系，推广了第一可数

的 2 T 拓扑群中的  G方法及一些相关结果。

关键词：统计序列空间；统计序列紧空间；统计序列连续映射；统计序列商映射；  G序

列空间；  G -Fréchet-Urysohn空间。
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英文摘要

III

Abstract

Sequential convergence is an important research object in topology and analysis. On the

one hand, convergence is closely related to continuity, compactness and other related

properties. On the other hand, it has played a fundamental role in mathematics and its

applications. Statistical convergence as an important generalization of convergence has a great

significance. The main results are the following:

Firstly, we introduce the statistical definition of sequential compact spaces in general

topological spaces, discuss some topological properties on statistically sequential spaces and

deepen some results on sequential compact spaces in topological groups and metrizable

spaces.

Secondly, the properties of statistically sequential spaces are studied. After introducing

the concepts of statistically sequentially continuous mappings, statistically sequence-covering

mappings and statistically sequentially quotient mappings, the relationship among the new or

old mappings and their effects in statistically sequential spaces are discussed. Also a negative

answer is given to a problem about the products of statistically sequential spaces.

Thirdly, based on general convergence, statistical convergence and other convergences,

we try to introduce the notions of  G -methods,  G -sequential spaces and  G -Fréchet-Urysohn

spaces, discuss the characterization, hereditary properties and mapping properties of

 G -sequential spaces and  G -Fréchet-Urysohn spaces, and establish the mutual relationship

between continuity and  G -sequential continuity, promote  G -methods and some related

results in topological Hausdorff group which satisfies the first axiom of countability.

Keywords: statistically sequential spaces；statistically sequential compact spaces；statistically

sequentially continuous mappings；statistically sequentially quotient mappings； G -sequential

spaces；  G -Fréchet-Urysohn spaces
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第 1章 引言

1

第 1章 引 言

1.1 研究现状

作为收敛性的拓展，Zygmund[1] 提出了统计收敛的思想。Fast[2] 和 Steinhaus[3] 各自

独立地引入了实数与复数空间上统计收敛的概念。J. Connor[4-5]，J. A. Fridy[6-8]，H. I.

Miller[9] 等进一步研究和发展了统计收敛理论。近年来，H. Cakalli[10-12]，P. Kostyrko等[13]，

G. Di Miao和 D. Kocinac[14]，程立新[15] 等分别探索了拓扑群，度量空间，拓扑空间，测

度论中的统计收敛性，同时研究了统计收敛在选择原理，函数空间，多维空间等方向中

的应用。其后，唐忠宝和林福财[16] 进一步研究了拓扑空间中的统计序列空间与统计

Fréchet-Urysohn空间。

众所周知，紧空间与度量空间是拓扑学中重要的研究对象。在拓扑学中，与序列相

关的紧性主要有序列紧性及可数紧性等。如何用统计收敛性来探讨这些紧性？自 H.

Cakalli[12] 引入并初步探讨了拓扑群中的统计序列紧性之后，李克典，林寿和葛英[17] 定

义并研究了锥度量空间中的统计序列紧性。他们的研究都是假设或基于拓扑空间中的第

一可数性。如何在不假设第一可数的条件下讨论“统计序列紧性”？在第二章中，本文

借助 G. Di Miao 和 D. Kocinac[14] 引入的一般空间中的统计收敛性，定义了拓扑空间中

的统计序列紧性，阐述了统计序列紧性的一些基本性质，建立了不依赖于拓扑群或锥度

量空间或第一可数空间的更一般的统计序列紧理论。

序列空间性质在刻画拓扑空间的收敛性方面起了极其重要的作用[18]。从映射角度研

究序列空间的最主要工具是序列连续映射，序列覆盖映射与商映射等[19-20]。为此，在第

三章中，本文在讨论了统计序列空间的进一步性质的基础上，引入了统计序列连续映射，

统计序列覆盖映射与统计序列商映射，探讨了这些映射与非统计意义下相应映射的关系

及他们在统计序列空间中的作用，否定地回答了唐忠宝和林福财[16] 提出的一个问题。

除了通常的序列收敛性以外，在理论研究与数学应用中还会出现各式各样的具有重

要作用的收敛性。如，在可和性理论中矩阵方法的 A 收敛性，在泛函分析中的几乎收

敛性，在实分析中的 Cesaro收敛性和统计收敛性等[21]。Connor 和Grosse-Erdmann[21] 基

于实分析中的几类收敛性，引入了在实数序列集的线性子空间上具有普遍意义的G 方

法，G 收敛性及实空间上的G 连续性，研究了G 连续函数与线性函数，连续函数之间
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的关系，建立了G 连续性的二歧性定理，推广了文献中一些重要的结果。 Cakalli[22-23]

将实空间上的G 方法，G 收敛性及G 连续性拓展到拓扑群或第一可数的拓扑群中，定

义了G 序列紧性，同时利用G 闭包和G 闭集讨论了G 连续性。近来，Mucuk 和 Sahan[24]

在第一可数的拓扑群中引入了G 开集和G 邻域的概念，并给出了G 闭集，G 开集的运

算性质及与G 连续性的进一步关系。拓扑空间既是实空间的抽象又是研究拓扑群的基

础。收敛性，序列连续性，序列紧性等概念本质上仅与开集或闭集相关。从上述所描述

的统计收敛性的研究范围的拓展，启发我们尝试在拓扑空间中引入G 方法，G 收敛性

及G 连续性。本文在第四部分定义了拓扑空间中的G 方法及G 收敛性，以G 闭包为基

础，给出了G 闭包与闭包一致的条件，探讨了G 序列空间，  G -Fréchet-Urysohn空间的

刻画，遗传性及映射性质，建立了连续性与G 连续性的相互关系，把G 方法真正变成

了一般拓扑学中处理序列收敛问题的一般性方法，统一处理了拓扑群中的G 方法及拓扑

空间中的收敛方法，特别地推广了第一可数的 2T 拓扑群中的G 方法及一些相关结果。

虽然在第四章中，给出的结果的证明都不难，同时在拓扑空间中讨论问题也使我们失去

了代数运算性质，但是我们的工作更具有一般性，相信这些工作，尤其是G 连续性，必

将会在以后的研究中产生积极的影响。

1.2 基本概念

定义 1.2.1[18] 设 X 是拓扑空间。

(1) 对于 P X ，x X ，若 X中每一统计收敛于 x的序列 n n
x

 
终于P，则称P为

点 x X 的序列邻域。

(2) 对于 P X ，若P是P中每一点的序列邻域，则称P为 X的序列开集；若 \X P是

X 的序列开集，则称P为 X 的序列闭集。

(3) 若 X 的每一序列开集是 X的开集，则称 X 是序列空间。

显然， P是空间 X 的序列闭集当且仅当若由 P中点组成的序列  n n
x

 
收敛于

x X ，则 x P 。易验证：第一可数空间是序列空间；空间 X是序列空间当且仅当 X的

每一序列闭集是 X的闭集。

定义 1.2.2[18] 拓扑空间  X 称为 Fréchet-Urysohn 空间，若对于每一  A X 有

  seqA A ，即若  x A X  ，则存在由  A中点组成的序列收敛于  x。
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定义 1.2.3 对于拓扑空间  X和  Y，设   :f X Y 是满映射。

(1) f 称为商映射，若 1( )f U 是 X 的开集，则U是Y的开集。

(2)  f 称为伪开映射[18]，若对每一  y Y 及  X中包含 1  ( )f y 的开集  U，  ( )f U 是  y在

 Y中的邻域。

提醒读者注意：通常商映射均假设映射的连续性[25]，即上述 (1) 的条件叙述为：若

1( )f U 是 X 的开集当且仅当U是Y 的开集。由于本文讨论的一些映射未必要求连续性，

为讨论商映射与相关映射之间更为精确的关系。定义 1.2.3中的商映射并未预先假设连

续性。因而，连续的商映射就是通常的商映射。易验证：伪开映射是商映射。

定义 1.2.4[26] 设 A是自然数集  的子集， n，记    A n k A k n  ： ，则

n
nA

imA
n

)(
infl)(


： 及

n
nA

A
n

)(
suplim)(


： 分别称为 A的下渐近密度和上渐近密度。如

果 )()( AA   ，则
n
nA

A
n

)(
lim)(


 称为 A的渐近密度或自然密度。

注：1) 对集合 A   ，若 ( )A 、 ( )A 、 ( )A 存在，则它们的值在区间 0,1 上。

2) 对集合 A   ，若 ( )A 存在，则 ( \ ) 1 ( )A A   。

3) 若 P是的任意非空子集族，且任意 A P 有 ( ) 1A  ，则   1P   ，且对

任意 1 2,A A P 有 1 2( ) 1A A   。

定义 1.2.5[14] X 是拓扑空间，序列 n n
x X





， Xx ，如果对 x的任意邻域

U ，   : 0nn x U    ，则称序列 n n
x

 
统计收敛于 x，记为 lim nx s x  。

显然，拓扑空间 X 中序列 n n
x

 
统计收敛于 Xx 当且仅当对 x的任意邻域U ，

  : 1nn x U    。

对于第一可数的拓扑群  X，记   ( )s X 是  X中的所有序列所组成的群，  ( )s X 的元写为

 n n
x x





。   ( )c X 是  X 中的所有收敛序列所组成的子群。
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定义 1.2.6[22] 设  X是一个第一可数的拓扑群。

(1) X 上的一种方法是定义于   ( )s X 的某子群   ( )Gc X 到  X 中的一个同态

  : ( )GG c X X 。序列  x s X 称为  G 收敛于   l X ， 如果  Gx c X 且

 G x l 。

(2)  X 上 的 一 种 方 法   : ( )GG c X X 称 为 正 则 的 ， 如 果   ( ) ( )Gc X c X 且

  l imG x x ，  x c X  。

(3)  X 上的一种方法   : ( )GG c X X 称为子序列的，如果  Gx c X 是  G收敛于

  l X ，则存在 x 的子序列  'x c X 使得 'l im x l 。

本文中 表示正整数集， 和 1 分别表示第一个无限序数与第一个不可数序数。对一

些未说明的定义和术语读者可以参考文献[25]。
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第 2章 统计序列紧空间

在一般拓扑空间中，引入序列紧空间的统计定义，并从“统计聚点”和“统计极限

点”着手，尝试探讨可数紧空间的统计定义。另外，对新定义的“统计序列紧空间”的

基本拓扑性质进行了研究，具体包括遗传性质，可和性质，映射性质和可积性质等。

2.1 紧性的统计序列定义

本节定义“统计序列紧空间”，同时探讨“统计可数紧空间”的定义。拓扑空间 X

称为序列紧空间[25]，若 X 中任意序列有收敛的子序列。为此，很自然地引入统计序列紧

空间的概念。

定义 2.1.1 拓扑空间 X 称为统计序列紧空间(statistically sequentially compact

space)，若 X 中任意序列有统计收敛的子序列。

H. Cakalli[12] 与李克典，林寿和葛英[17] 分别引入过拓扑群，锥度量空间中的统计序

列紧空间的定义，其形式和上述定义基本一致，但本章是在一般的拓扑空间中定义此概

念。

显然，序列紧空间是统计序列紧空间。与序列紧空间相似的紧空间类是可数紧空间。

一个空间称为可数紧空间[25]，若它的每一可数开覆盖具有有限子覆盖。可数紧性可用聚

点的概念来描述。

引理 2.1.2[27] 对于拓扑空间 X ，下述条件相互等价：

(1) X 是可数紧空间；

(2) X 中的每一序列有聚点；

(3) X 的每一无限子集 A存在聚点，即存在 x X ，使得 x的任意邻域含有集 A的

无限个点。

由引理 2.1.2，统计序列紧空间是可数紧空间。

如何定义“统计可数紧空间”？鉴于“收敛序列是统计收敛序列”及一些与统计收

敛概念相关的拓扑空间的定义[14]，我们认为至少所定义的“统计可数紧空间”要满足：

“可数紧空间是统计可数紧空间”。由引理 2.1.2，可以尝试从序列的“统计聚点”着手。

首先，H. Cakalli[12,22] 在拓扑群上以下述方式定义了统计序列可数紧空间

X (statistically sequentially countably compact space)：对 X 的每一无限子集 A，存在 x X
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及 \{ }A x 中统计收敛于 x的序列。下列引理说明即使在一般的拓扑空间，这种定义无异

于定义 2.1.1所给出的统计序列紧空间。

引理 2.1.3 拓扑空间 X 是统计序列紧空间当且仅当对 X 中任意无限子集 F，存在

x X 及 \{ }F x 中序列 X ，使得 n n
x


统计收敛于 x。

证 必要性。设 X 是统计序列紧空间。任取 X 中任意无限子集 F ，则存在 F中序列

 n n
x

 
满足若 n m ， n mx x 。因为 X 是统计序列紧空间，所以存在 n n

x
 

的子列

 kn k
x

 
，使得  kn k

x
 

统计收敛于 x 。不妨设对任意 k   ，
kn

x x ，则有

   \
kn k

x F x





，且 kn k
x


统计收敛于 x。

充 分 性 。 设 空 间 X 满 足 充 分 性 条 件 。 任 取 X 中 序 列  n n
x

 
， 令

 :nA x n   。若序列 n n
x

 
有无限项相同，显然 n n

x
 

有统计收敛的子序

列。不妨设对任意 n m ， n mx x ，则 A是无限集，从而存在 x X 及 \{ }A x 中序列

 kn k
x

 
，使得 kn k

x
 

统计收敛于 x。从而 n n
x

 
有统计收敛的子序列， X 是

统计序列紧空间。

其次，回忆序列聚点或极限点概念的几种形式。J.A.Fridy[7] 最早讨论了实空间的统

计聚点和统计极限点。G. Di Miao和D. Kocinac[14] 在一般拓扑空间中定义了这两个概念。

为了便于这些概念之间的比较，本节引入统计收敛极限点的概念。

定义 2.1.4 设 X 是任意拓扑空间， n n
x

 
是 X 中任意序列， x X 。

(1) x称为 n n
x

 
的统计聚点（statistical cluster point）[14]，若对 x的任意邻域U ，

有   : 0nn x U    。 n n
x

 
的全体统计聚点集合记为   nx 。

(2) x称为 n n
x

 
的统计极限点（statistically limit point）[14]，若存在  的子集 A，

使得 ( ) 0A  且序列 n n A
x


收敛于 x。 n n

x
 

的全体统计极限点集合记为   nx 。

(3) x称为 n n
x

 
的统计收敛极限点（statistically-convergent limit point），若存

在 n n
x

 
的子列 kn k

x
 

，使得 kn k
x

 
统计收敛于 x。 n n

x
 

的全体统计收
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敛极限点集合记为   nsL x 。

(4) 序列 n n
x

 
在 X 中的全体聚点的集合记为   nC x ；序列 n n

x
 

在 X 中的

全体收敛子序列的极限点的集合记为   nL x 。

注 记号   nsL x 和   nC x 为本文所规定。在一些文献中，   nL x 所表示的含义有

所不同，如文 [8] 用此表示 n n
x

 
的全体收敛子序列的极限点的集合（本文沿用这

一记号），文 [14] 用此表示 n n
x

 
的全体聚点的集合。显然，在第一可数空间中这

两种表示方式是一致的。此外，文 [14] 用   nx 表示 n n
x

 
的全体统计聚点的集

合。

定义 2.1.4中出现的拓扑空间 X 的五个子集   nx ，   nx ，   nsL x ，   nC x

和   nL x 是否为空集各自反映了空间的某种紧性。

易验证：

(1)            n n n nx L x sL x C x    。

(2)         n n nx x C x    [14]。

(3) 空间 X 是序列紧空间当且仅当对 X 的任意序列 n n
x

 
，有   nL x  。

(4) 空间 X 是统计序列紧空间当且仅当对 X 的任意序列 n n
x

 
，有   nsL x  。

(5) 空间 X 是可数紧空间当且仅当对 X 的任意序列 n n
x

 
，有   nC x  。

无论以下述 (6) 或 (7) 哪种方式定义所谓的“统计可数紧空间”都导不出“可数

紧空间是统计可数紧空间”，只能导出其逆命题“统计可数紧空间是可数紧空间”成立。

(6) 对空间 X 的任意序列 n n
x

 
，有   nx   。

(7) 对空间 X 的任意序列 n n
x

 
，有   nx   。

为此，如何合理定义“统计可数紧空间”还是一个尚未解决的问题。我们认为如何

在一般的拓扑空间中合理定义所谓的“统计紧空间”更是一个有意义的问题。

例 2.1.5 存在非统计序列紧的紧空间。
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设 [0,1]I  是单位闭区间。对每一 I  ，记 {0,1}D  ，赋予离散拓扑，则D 是紧

空间。作积空间
I

X D


 。由 Tychonoff 积定理， X 是紧空间。下面证明 X 不是统计

序列紧空间。对每一 n   ，取定 nx X 满足  np x  的 2进制展开式中的第n位

数字，这里， I  ， :p X D  是投影映射。若 X 是统计序列紧空间，则 X 中序列

 n n
x

 
有统计收敛的子序列 kn k

x
 

，设序列 kn k
x

 
统计收敛于 x X 。对每一

I  ，因为 p 是连续映射，在D 中序列   kn k
P x

 
统计收敛于  p x （见文 [16]

定理 2.2）。取定 I  ，使得当 k是奇数时，   0
kn

p x  ；当 k是偶数时，   1
kn

p x  。

那么在空间 {0,1}D  中序列   kn k
P x

 
是0,1,0,1, , 不是统计收敛的，矛盾。从而

X 不是统计序列紧空间。

问题 2.1.6 寻找非序列紧的统计序列紧空间。

2.2 统计序列紧空间的基本性质

本节讨论在 2.1节中所定义的统计序列紧空间的一些基本性质，内容涉及遗传性质，

可和性质，映射性质和可积性质等。

先回忆一些相关定义。

定义 2.2.1 设 X 是拓扑空间。

(1) 若对 X的任意非闭子集 A，存在 \x X A 和 A中序列 n n
x

 
，使得 n n

x
 

统

计收敛于 x，则称 X是统计序列空间[14]。

(2) 设 A X ，若 A中任意序列 n n
x

 
统计收敛于 x X ，有 x A ，则称 A为 X 的

统计序列闭集 [16]；对任意 x A 是及空间 X 中的序列  n n
x

 
，且 lim nx s x  ，有

 : nn x A   ，则称 A为 X的统计序列开集[16]。

定义 2.2.2 设 X ，Y是任意拓扑空间，映射 :f X Y 。 f 称为保持统计收敛映射，

若 n n
x

 
是 X 中统计收敛于 x的序列，则序列   n n

f x
 

在Y中统计收敛于 ( )f x 。

先说明怎样的可数紧空间是统计序列紧空间。
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定理 2.2.3 若 X 是可数紧的统计序列空间，则 X 是统计序列紧空间。

证 任取 X 中的序列  n n
x

 
，令  :nA x n   。若 A是有限集，显然

 n n
x

 
有收敛的子序列。若 A是无限集，因为 X 是可数紧空间，所以 A至少有一个

聚点 x。令 \{ }B A x ，则B不是闭集。由 X 是统计序列空间知B不是统计序列闭集，从

而存在B中序列 kn k
x

 
，使得 kn k

x
 

在 X 中统计收敛，于是 n n
x

 
有统计收

敛的子序列。故 X 是统计序列紧空间。

这表明例 2.1.5给出的紧空间不是统计序列空间。定理 2.2.3可与“可数紧的序列空

间是序列紧空间”相类比(见[28，定理 5.3])。由于统计序列紧空间是可数紧空间，所以

统计序列紧的序列空间也是序列紧空间。这一方面说明问题 2.1.6中想找的统计序列紧

空间不能是序列空间，另一方面也说明有些文献在第一可数空间中讨论统计序列紧性只

是给出序列紧性或可数紧性多一些刻画而已。

问题 2.2.4 统计序列紧的统计序列空间是否是序列紧空间？

序列紧性是闭遗传性质，有限可和性质和连续映射保持性质，统计序列紧性也有类

似的性质。

定理 2.2.5 设 X 是统计序列紧空间。若F 是 X 的统计序列闭集，则 F是统计序列

紧子集。

证 任取 F 中序列 n n
x

 
，则 n n

x X





。因为 X 是统计序列紧空间，所以

存在 n n
x

 
的子序列 kn k

x
 

，使得 kn k
x

 
统计收敛于 x X 。因为 F 是 X 的

统计序列闭集，故 x F 。从而 F 中序列 n n
x

 
有统计收敛的子序列，F 是统计序列

紧子集。

定理 2.2.6 任意 s S ， sX  ，则 ss S
X


 是统计序列紧空间当且仅当S是有限集且

每一 sX 是统计序列紧空间。

证 充分性。令 ss S
X X


  。任取 X 中序列 n n

x
 

，因为 S是有限集，则必存在 s S ，

使得 n n
x

 
中有无限项属于 sX ，不妨设 n sn

x X





。因为 sX 是统计序列紧空间，
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所以 n n
x

 
在 sX 中有统计收敛于 sx X 的子序列 kn k

x
 

，则 kn k
x

 
在 X 中亦

统计收敛于 x。事实上，任取 x在 X 中的开邻域U，由拓扑和定义知 sU X 是 x在 sX 中

的开邻域，从而      1 : : 1
k kn s nk x U X k x U          。故

 n n
x


在 X 中有统计收敛的子序列， ss S

X X


  是统计序列紧空间。

必要性。设 ss S
X X


  是统计序列紧空间。先证 S是有限集。若不然，则 S包含可数

无限子集 0S 。在集 0S 中的每个 sX 取一点构成 X 中的序列 n n
x

 
，则此序列无统计收

敛的子序列。否则，存在 n n
x

 
的子序列 kn k

x
 

，使得 kn k
x

 
在统计收敛于

sx X 。取 x在 sX 中的开邻域U，满足任意 n   ，
nk
x U ，则U是 x在 X 中的开邻

域，从而   : 1
kn

k x U    ，这与U的取法矛盾。

再证任意 s S ， sX 是统计序列紧空间。任取 sX 中序列  n n
x

 
，则

 n sn s S
x X

 
 

。因为 ss S
X


 是统计序列空间，则 n n

x
 

在 ss S
X


 中存在统计收敛

的子序列，从而则 n n
x

 
在 sX 中存在统计收敛的子序列，即 sX 是统计序列紧空间。

定理 2.2.7 设 X 是统计序列紧空间，Y是任意拓扑空间。若 :f X Y 是保持统计

收敛的满映射，则Y是统计序列紧空间。

证 任取Y中任意序列 n n
y

 
，取定 X 中序列 n n

x
 

，使得每一  1
n nx f y 。

因为 X 是统计序列紧空间，则存在 n n
x

 
的子列 kn k

x
 

，使得 kn k
x

 
在统计

收敛于某 x X 。而 :f X Y 是保持统计收敛的满映射，则   kn k
f x

 
统计收敛于

 f x Y ，且     
kn n nk

f x y




，从而Y是统计序列紧空间。

容易验证：序列紧空间具有可数可积性[25]。例 2.1.5表明统计序列紧空间不是任意

可积性。

问题 2.2.8 统计序列紧空间是否具有可数可积性？

我们甚至不知道两个统计序列紧空间的积空间是否是可数紧空间？然而，有下述结

果成立。
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定理 2.2.9 设 X 是序列紧空间，Y是统计序列紧空间，则 X Y 是统计序列紧空间。

证 任取 X Y 中序列  i i
p

 
，其中每一  ,i i ip x y 。因为 X 是序列紧空间且

 i i
x X





，从而存在 i i

x
 

的子序列 ki k
x

 
，使得 ki k

x
 

收敛于某 x X 。

由 Y 是统计序列紧空间且相应的子列  ki k
y Y





，于是存在  ki k

y
 

的子列

 k ni n
y


，使得  k ni n

y


统计收敛于某 y Y 。这时，   ,
k kn ni i

n
x y

 
统计收敛于

 ,x y X Y  。事实上，任取  ,x y 在 X Y 中的开邻域U V ，由于 k ni n
x

 
收敛于某

x X ， 所 以 存 在 0n   ， 使 得 0n n 时 ，
kni
x U 。 这 时

      0: , : : ,
k k kn n ni i in x y U V n n n n y V           又由于  k ni n

y
 

统

计收敛于某 y Y ，则    : , 1
k kn ni in x y U V     ，从而   ,

k kn ni i
n

x y
 

统

计收敛于  ,x y X Y  。故 X Y 是统计序列紧空间。
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第 3章 统计序列空间与统计序列商映射

本章讨论了统计序列空间的拓扑性质，否定地回答了关于统计序列空间乘积性的一

个问题。另外，引入了统计序列连续映射、统计序列覆盖映射与统计序列商映射，探讨

了这些映射与非统计意义下相关映射的关系以及他们在统计序列空间中的作用。

3.1 统计序列空间

本节主要讨论统计序列闭（开）集与序列闭（开）集之间的关系，证明统计序列空

间具有可和性但不具有可积性。另外，还给出几个例子，分别说明统计序列闭集与序列

闭集，闭集的真包含关系。

虽然统计序列开集与统计序列闭集的定义形式（定义 2.2.1）有别于序列开集与序列

闭集的定义方式，但其本质是一样的。易验证：拓扑空间 X的子集 A是 X的统计序列闭

集当且仅当 \X A是 X 的统计序列开集[16]。同时，有下述结果成立：

引理 3.1.1[16] 对于空间 X，下述条件相互等价：

(1) X 是统计序列空间；

(2) X 的每个统计序列开集是 X的开集；

(3) X 的每个统计序列闭集是 X的闭集。

显然， X 的每一开（或闭）集是统计序列开（或统计序列闭）集。

定理 3.1.2 空间 X 的每一统计序列开（或统计序列闭）集是 X的序列开（或序列

闭）集。

证 仅证明统计序列闭集的情形，统计序列开集的情形是类似的。设 F 是空间 X的

统计序列闭集。任取序列 n n
x F





，若 n n

x
 

收敛于 x，则 n n
x

 
统计收敛

于 x，因为 F是 X的统计序列闭集，所以 x F ，即F是空间 X 的序列闭集。

由定理 3.1.2立即导出序列空间是统计序列空间[14,16]。由于存在非序列空间的统计

序列空间，所以拓扑空间的序列开（或序列闭）集未必是统计序列开（或统计序列闭）

集[16]。鉴于此例本文将多次引用，重新叙述这例。

例 3.1.3[16，例 2.1] 存在不是统计序列闭集的序列闭集。

令  :nS x n   ，满足若m n 则 m nx x 。任取 0x S ，令  0X S x  。对集

合 X 赋予如下拓扑：
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(1) 每一个点 nx 是孤立点；

(2)点 0x 的每个开邻域U形如  0U x M  ，其中M S 且   : nn x M   。

则 S中的序列 n n
x

 
统计收敛于 0x S ，故 S不是统计序列闭集。另一方面，由 S中

点组成的 X 中的收敛序列只能是平凡序列。否则，由于 S中的点均是 X 的孤立点，不妨

设存在  n n
y S





收敛于 0x 且当 m n 时， m ny y 。取定  n n

y
 

的子序列

 2n n
y


，令  2\ :

n
V X y n   。由于    2: : 0k n

k y y n      ，

故V 是 0x 的开邻域，从而 2n n
y

 
不收敛于 0x ，这与 n n

y
 

收敛于 0x 矛盾。这表明：

S是 X 的序列闭集。

例 3.1.4 存在每一子集都是统计序列闭集的非离散空间。

让 X 是任意不可数集，赋予集合 X 可数补拓扑，即取 X 的拓扑

{ } { : \ }U X X U    是可数集

显然，X 不是离散空间。对于F X ，若 F不是 X 的统计序列闭集，则存在 \x X F

及 F中统计收敛于 x的序列 n n
x

 
，令  \ :nU X x n   ，则U 是 x的开邻域且

每一 nx U ，这与 n n
x

 
统计收敛于 x矛盾。此例也说明拓扑空间中的统计序列闭集

未必是闭集。

由定义 2.2.1易见：空间中一族统计序列闭集的交是统计序列闭集，显然，拓扑空

间中的闭集（或序列闭集）关于有限并封闭。

问题 3.1.5 设 A，B 均是空间 X的统计序列闭集，那么 A B 是否是 X的统计序列

闭集？

定理 3.1.6 设{ }X  是统计序列空间族，则 X
 是统计序列空间。

证 令 X X
  ，由引理 3.1.1知只须证明：若F是 X 的统计序列闭集，则F 是 X 的

闭集。对于每一 ，由于 X 是 X 的闭集，所以 F X 是 X 的统计序列闭集。由于

F X X   ，所以 F X 是 X 的统计序列闭集。又由于 X 是统计序列空间，故 F X

是 X 的闭集。由拓扑和的定义，F是 X 的闭集，从而 X X
  是统计序列空间。
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关于统计序列空间的乘积性质，唐忠宝和林福财[16] 提出问题：两个统计序列空间

的乘积是否一定是统计序列空间？下述对这个问题给出否定的回答。

拓扑空间 X 称为具有可数 tightness[29]，若 A X 且 x A ，则存在 A的可数子集C，

使得 x C 。已知序列空间具有可数 tightness[29]。下述定理推广了这一结果。

定理 3.1.7 统计序列空间具有可数 tightness。

证 对于空间 X 的任意子集 A，记[ ] { }A B B A   ： 是 的可数子集 。显然， [ ]A A A  。

下面证明：[ ]A是 X 的统计序列闭集。任取[ ]A中序列 n n
x

 
，若 n n

x
 

统计收

敛于 x X ，我们要证明： [ ]x A 。对任意 n   ，由于 [ ]nx A ，存在 A的可数子集 nB ，

使得 n nx B 。令 n
n
BB 



 ，则 B是 A的可数子集且 nx B 。由于B是统计序列闭集，所

以 [ ]x B A   。

现在，设 X 是统计序列空间且 A X ，则统计序列闭集 [ ]A是 X 的闭集，于是

[ ] [ ] [ ]A A A A     ，从而 [ ]A A  。若 x A ，则 [ ]x A ，于是存在 A的可数子集C使

得 x C ，即 X 具有可数 tightness。

例 3.1.8 两个统计序列空间的积空间不是统计序列空间。

取数直线 关于通常拓扑的子空间   10 :S n
n

    
 

 。对每一序数 1  ，

让 S 同胚于 S。记拓扑和空间
1

S 
 为 X 。把 X 的所有非孤立点集 A贴成一点所得的商

空间 /X A记为
1

S ，称为序列扇。
1

S 是序列空间[27] ，从而是统计序列空间。但积空间
1

2( )S

不具有可数 tightness [30] ，由定理 3.1.7知
1

2( )S 不是统计序列空间。

序列空间的一个基本结论是序列空间是 k 空间[29]。拓扑空间 X 称为 k 空间[25]，若 X

的子集F 满足：对于 X的每一紧子集K，K F 是K中的闭集，则F是 X 的闭集。然而，

统计序列空间未必是 k空间。

例 3.1.9 存在非 k 空间的统计序列空间。

我们验证例 3.1.3给出的空间  0X S x  满足要求。文 [16] 已证明了 X 是统计序
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列空间。下面说明 X 不是 k空间。设K是 X的任意紧子集，因为K是可数子空间，所以

K具有可数网（network）。由文 [27，定理 7.3.13]，具有可数网的 2T 的紧空间是可度

量化空间，于是K可度量化，从而K是序列紧空间。由于 X 中不存在非平凡的收敛序列，

所以K是有限集。这时，S与 X 中每一紧子集 K的交集 S K 是 K中的闭集。如果 X 是 k

空间，则 S是 X 的闭集，矛盾。故 X 不是 k空间。

3.2 统计序列连续映射

由于序列空间和统计序列空间都涉及序列的收敛性，所以在讨论它们的拓扑性质

时，保持收敛性的映射将发挥积极的作用。本节将引入统计序列连续映射，并讨论其与

原有连续映射，序列连续映射之间的关系。为此，先回忆序列连续映射的概念。

定义 3.2.1 [31] 设 X ，Y 是任意拓扑空间，映射 :f X Y 称为序列连续映射，若

 n n
x

 
是 X 中收敛于 x的序列，则序列   n n

f x
 

在Y中收敛于 ( )f x 。

显然，连续映射是序列连续映射。易验证：对 1T空间Y，映射 :f X Y 是序列连续

映射当且仅当若U 是Y的序列开（序列闭）集，则 1( )f U 是 X 的序列开（序列闭）集[28]。

定义 3.2.2 设 X ，Y是任意拓扑空间，映射 :f X Y 称为统计序列连续映射，U是

Y的统计序列开集，则 1( )f U 是 X 的统计序列开集。

显然，映射 :f X Y 是统计序列连续映射当且仅当若 F 是Y 的统计序列闭集，则

1( )f F 是 X 的统计序列闭集。

保持统计收敛映射、统计序列连续映射与连续映射之间的基本关系如下。

定理 3.2.3 设映射 :f X Y ，其中 X ，Y是任意拓扑空间。

(1) 若 f 是连续映射，则 f 是保持统计收敛映射。

(2) 若 f 是保持统计收敛映射，则 f 是统计序列连续映射。

证 由文 [16] 的定理 2.2知 (1) 成立。下证 (2) 成立。

设 f 是保持统计收敛映射。任取Y的统计序列闭集F ，下证 1( )f F 是 X 的统计序列
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闭集。设 1( )f F 中序列 n n
x

 
统计收敛于 x X 。因为 f 是保持统计收敛映射，所以

序列   n n
f x

 
统计收敛于 ( )f x 。又因为      1

n n
f x f f F F


 


，F是Y

的统计序列闭集，所以 ( )f x F ，即 1( )x f F 。因而 1( )f F 是 X 的统计序列闭集， f 是

统计序列连续映射。

问题 3.2.4 统计序列连续映射是否是保持统计收敛映射？

在一定的附加条件下，上述问题的回答是肯定的。

定理 3.2.5 设映射 :f X Y ，其中 X 是统计序列空间，Y 是任意拓扑空间。下述

条件相互等价：

(1) f 是连续映射；

(2) f 是保持统计收敛映射；

(3) f 是统计序列连续映射。

证 文 [16] 的定理 2.2已证明： (1) (2) ，由定理 2.2.3知 (2) (3) 。为完成定理证

明，下面证明 (3) (1) 即可。

设 f 是统计序列连续映射。若 F是Y的任意闭集，则F是Y的统计序列闭集，因为

设 f 是统计序列连续映射，所以 1( )f F 是 X 的统计序列闭集。又因为 X 是统计序列空间，

则 1( )f F 是 X 的闭集，故 f 是连续映射。

推论 3.2.6 设映射 :f X Y ，其中 X 是序列空间，Y是任意拓扑空间。下述条件

相互等价：

(1) f 是连续映射；

(2) f 是保持统计收敛映射；

(3) f 是统计序列连续映射；

(4) f 是序列连续映射。
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证 由于序列空间是统计序列空间，所以由定理 3.2.5， (1) (2) (3)  。由文[32]的

定理 1知 (1) (4) 。

例 3.2.7 存在非连续的保持统计收敛的序列连续映射。

令 1[0, ]X  ，赋予下述拓扑： X 中的点 1 具有通常的序拓扑邻域，其余点是孤立

点。令Y X ，映射 :f X Y 定义如下：当 1x  时， ( ) 0f x  ；当 0x  时， 1( )f x  ；

当 1\{0, }x X  时， ( )f x x 。由 X 上的拓扑，若 n n
x

 
是 X 中统计收敛于某点 x的序

列，则   : 0nn x x    ，即统计收敛序列只能是平凡的，从而 f 是保持统

计收敛映射。因为{0}是Y中的开集，但 1
1(0) { }f   不是 X 中的开集，所以 f 不是连续

映射。此外，由于 X 没有非平凡的收敛序列，从而 f 是序列连续映射。

例 3.2.8 存在非统计序列连续的序列连续映射。

赋予离散拓扑，令   10 :X n
n

    
 

 。 X上拓扑定义如下：

(1) 每一
1
n

是孤立点；

(2) 0的每个开邻域U 形如  0U M  ，其中 1 :M n
n

   
 

 ，

1: 1n M
n

       
  

 。

映射 :f X  定义如下；若 0x  ， ( ) 0f x  ；若
1x
n

 ， ( )f x n 。

由例 3.1.3知 X 中没有非平凡的收敛序列，从而 f 是序列连续映射。但 f 不是统计

序列连续映射。事实上，因为中无非平凡的统计收敛序列，所以  是的统计序列

闭集。  1 1 :f n
n

    
 

  ，由 X上拓扑定义知序列
1

nn 

 
 
  

在 X中统计收敛于

10 : n
n

   
 

 ，故  1f   不是 X的统计序列闭集，从而 :f X  不是统计序列

连续映射。
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问题 3.2.9 保持统计收敛映射是否是序列连续映射？

3.3 统计序列商映射

研究序列空间最强有力的映射是商映射[29] 与序列商映射[31]。为更好的研究统计序

列空间，本小节我们将引入统计序列商映射，统计序列覆盖映射，并讨论它们与商映射，

序列商映射，序列覆盖映射之间的关系，给出例子说明相关映射之间的不蕴含关系。为

此，先回忆与序列空间相关的映射。

定义 3.3.1 设 X ，Y是任意拓扑空间， :f X Y 是满映射。

(1) f 称为序列商映射[31]，若 1 ( )f U 是 X 的序列开集，则U 是Y 的序列开集。

(2) f 称为序列覆盖映射[19]，若 n n
y

 
是Y中收敛于 y Y 的序列，则存在 X 中

收敛于某 1 ( )x f y 的序列 n n
x

 
，使得 1 ( )n nx f y ， n   。

本文引入定义 3.3.1中所定义映射的统计形式。

定义 3.3.2 设 X ，Y是任意拓扑空间， :f X Y 是满映射。

(1) f 称为统计序列商映射，若 1( )f U 是 X 的统计序列开集，则U是Y的统计序列

开集。

(2) f 称为统计序列覆盖映射，若 n n
y

 
是Y中统计收敛于 y Y 的序列，则存

在 X中统计收敛于某 1 ( )x f y 的序列 n n
x

 
，使得 1( )n nx f y ， n   。

序列覆盖是序列商映射[31]。对于统计形式的序列覆盖映射，有相应的结果成立。

定理 3.3.3 设 X ，Y是任意拓扑空间，若 :f X Y 是统计序列覆盖映射，则 f 是

统计序列商映射。

证 任取Y 中非统计序列闭集H，则存在 n n
y H





，使得 n n

y
 

统计收

敛于 y H ，由于 :f X Y 是统计序列覆盖映射，所以存在  n n
x X





，满足

1( )n nx f y 及 1( )x f y ，使得  n n
x

 
统计收敛于 x，而    1

n n
x f H





，

1( )x f H ，所以 1( )f H 不是统计序列闭集。从而 f 是统计序列商映射。

下述定理给出了商映射与统计序列商映射之间的关系。
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定理 3.3.4 设 X ，Y是任意拓扑空间， :f X Y 是满映射。

(1) 若 X 是统计序列空间且 f 是商映射，则 f 是统计序列商映射。

(2) 若Y 是统计序列空间且 f 是统计序列商映射，则 f 是商映射。

证 (1) 设 X是统计序列空间且 f 是商映射。任取U Y ，满足 1( )f U 是 X 的统计序

列开集，由于 X是统计序列空间，则 1( )f U 是 X 的开集。又因为 f 是商映射，所以U是

Y的开集，从而U 是Y的统计序列开集。故 f 是统计序列商映射。

(2) 若Y是统计序列空间且 f 是统计序列商映射。若 1( )f U 是 X 的开集，则 1( )f U 是

X 的统计序列开集，由于 f 是统计序列商映射，故U是Y的统计序列开集。又因为Y是

统计序列空间，所以U 是Y的开集。故 f 是商映射。

推论 3.3.5 设 X 是统计序列空间，Y是任意拓扑空间。若 :f X Y 是统计序列连

续映射，则 f 是商映射当且仅当 f 是统计序列商映射且Y是统计序列空间。

证 文 [16] 的定理 2.4本质上已证明了统计序列连续的商映射保持统计序列空间，

其余结论来自定理 3.3.4。

上述两结果说明了在统计序列空间的条件下，商映射与统计序列商映射的关系。另

一方面，我们也可以通过商映射与统计序列商映射来刻画统计序列空间。

定理 3.3.6 拓扑空间 X是统计序列空间当且仅当对任意拓扑空间Y ，若 :f X Y

是连续的商映射，则 f 是统计序列商映射。

证 由定理 3.3.4(1) 得必要性，下面证明充分性。

若 X不是统计序列空间，则存在 X的统计序列闭集H，使得H不是 X的闭集。令

{0,1}Y  ，映射 :f X Y 定义如下：当 x H 时， ( ) 0f x  ；当 \x X H 时， ( ) 1f x  。Y

上的拓扑是由映射 f 诱导的商拓扑，即对于U Y ，U 是Y的开集当且仅当 1( )f U 是 X 的

开集。这时， :f X Y 是连续的商映射。因为 1({1}) \f X H  不是 X的开集，所以{1}不

是Y的开集，从而常值序列 n n
y

 
，其中每一 0ny  ，统计收敛于 1，所以{0}不是Y
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的统计序列闭集。但 1({0})f H  是 X的统计序列闭集，从而 f 不是统计序列商映射。

本节最后给出例子说明相关映射之间的不蕴含关系。

定理 3.3.3的逆命题不成立。

例 3.3.7 存在既不是序列覆盖也不是统计序列覆盖的连续的统计序列商映射。

设非平凡的序列  n n
x

 
，  n n

y
 

分别收敛于不同的点 x ， y 。令

   1 :nS x n x   ，    2 :nS y n y   ，且 1 2X S S  。取定 z 不

同于 x 与 y 。令 ( \{ , }) { }Z X x y z  ，赋予 Z 为把{ , }x y 贴成点 z 所成的商空间，让

:f X Z 为自然商映射，则 f 连续。因为 X 是第一可数空间，所以 X 是序列空间从而

X 是统计序列空间。由定理 3.3.4知 f 是统计序列商映射。

取 n n
z


 


，满足 2 1k kz x  ， 2k kz y ， k   。在 Z中序列 n n

z
 

收

敛于 z，当然统计收敛于 z。若 f 是统计序列覆盖映射，因为每一 1( ) { }n nf z z  ，则存

在 1( ) { , }a f z x y  ，使得 X 中序列 n n
z

 
收敛于 a 。不妨设 a x ，则 1S 是 a在 X 中

的邻域且   1
1:
2nn z S    ，这与序列 n n

z
 

统计收敛于 z矛盾。故 f 不

是统计序列覆盖映射。上述论证也说明 f 不是序列覆盖映射。

下述两个例子分别说明定理 3.3.4中附加统计序列空间的条件不可省略。

例 3.3.8 存在不是统计序列商的连续的商映射。

让 X 是例 3.2.7 中的拓扑空间 1[0, ]X  。令 {0,1}Y  ，赋予拓扑 { ,{0}, }Y 。映射

:f X Y 定义如下： 1([0, )) {0}f   ， 1( ) 1f   。则 f 是连续的商映射。但是， f 不是

统计序列商映射。事实上，因为 1(0)f  是 X 的统计序列闭集，而Y 中的常值列：0,0,0 ,

统计收敛于 1，从而{0}不是Y的统计序列闭集，所以 f 不是统计序列商映射。

例 3.3.9 存在不是商的连续的统计序列覆盖映射。

让 X 是例 3.2.7中的拓扑空间 1[0, ]X  ， 1[0, ]Z  赋予离散拓扑，令 :g X Z 是恒

等映射。显然， g是连续映射，但不是商映射。否则，由于 Z是离散空间，则 X 具有离
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散拓扑，矛盾。由于 X 中统计收敛序列都是平凡的，所以 g是统计序列覆盖映射。由定

理 3.3.3知 g是统计序列商映射。

例 3.3.10 存在不是统计序列商的连续的序列覆盖映射。

让  0X S x  是例 3.1.3给出的拓扑空间，再让 Z 是集 X 赋予离散拓扑。令 :h Z X

是恒等映射。显然，h是连续映射。由例 3.1.3知 X 中没有非平凡的收敛序列，于是 h是

序列覆盖映射。但 h不是统计序列商映射。事实上，因为 1( )h S 是 Z 的闭集，从而也是

Z 的统计序列闭集，但 S不是 X 的统计序列闭集，所以 h不是统计序列商映射。

例 3.3.11 存在不是序列商映射的连续的统计序列覆盖的商映射。

让   10 :Y n
n

    
 

 ，赋予实直线  的关于通常拓扑的子空间拓扑。记

      : : =k k k
y k y Y Y 


  


 是 中 的 收 敛 序 列 ：

显然，{ : }Y   是Y的覆盖。对于每一 ，集Y 赋予下述拓扑记为空间 X ：

若Y 是有限集，则 X 是离散空间；若Y 是无限集，则0 Y ，并赋予 X 形如例 3.1.3

的拓扑，其中视 0为例 3.1.3中的 0x 。令 X 是互不相交空间族{ { }: }X    的拓扑和，

并定义函数 :p X Y 为自然映射，即 (( , ))p y y  ； ( , ) { },y X     。下面证明

p是满足例要求的映射。

若 U 是 0 在 Y 中 的 邻 域 ， 则 \Y U 是 有 限 集 ， 于 是 对 于 每 一   ，

1( { }) ( \ )X p Y U   是有限集，所以 1( \ )p Y U 是 X 的闭集，即 1( )p U 是 X 的开集。这

说明 p是连续映射。

例 3.1.3已证明了每一 X 中不存在非平凡的收敛序列，于是 X 中也不存在非平凡的

收敛序列，从而 p不是序列商映射。

最后证明 p是统计序列覆盖映射。设 k k
y

 
是Y中的一个统计收敛序列，不妨设

 k k
y

 
统计收敛到 0。由于Y 是第一可数空间，所以存在 A   ，使得   1A  且
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,
lim 0kk A k

y
 

 （见文[14]定理 2.2），于是存在 使得{ : } {0}ky k A Y   。因为在空

间 X 中序列 k k A
y


统计收敛于 0，所以在空间 X 中序列 ( , )k k A

y 

也统计收敛于 0。对

于每一 k   ，取定 1( )k kx p y 满足当 k A 时，有 ( , ) { }k kx y Y    。由于   1A  ，

于是在 X 中序列 k k
x

 
统计收敛于 0。故 p是统计序列覆盖映射。
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第 4章 拓扑空间中的  G方法，  G序列空间与  G连续性

以上讨论的均是拓扑空间中的一种特殊收敛性——统计收敛性。在下面的研究中，

我们讨论更加一般的收敛性——  G 收敛。以  G闭包为基础，给出了  G闭包与闭包一致

的条件，探讨了  G序列空间，  G -Fréchet-Urysohn空间的刻画，遗传性及映射性质，建

立了连续性与  G连续性的相互关系，把  G方法真正变成了一般拓扑学中处理序列收敛问

题的一般性方法，统一处理了拓扑群中的  G方法及拓扑空间中的收敛方法，特别地推广

了第一可数的 2 T 拓扑群中的  G方法及一些相关结果。

4.1 拓扑空间中的  G方法

Connor 和 Grosse-Erdmann[21] 最先在实空间中阐述了  G方法及相关概念。其后，

Cakalli[22] 把这些概念拓展到拓扑群上，给出了 1.1.2节中相应的定义。受他们工作的启

发，我们在拓扑空间中讨论这些方法。

定义 4.1.1 设  X是一个拓扑空间。

(1) X 上的一种方法是定义于   ( )s X 的某子集   ( )Gc X 到  X 中的一个函数

  : ( )GG c X X 。序列  x s X 称为  G 收敛于   l X ， 如果  Gx c X 且

 G x l 。

(2)  X 上 的 一 种 方 法   : ( )GG c X X 称 为 正 则 的 ， 如 果   ( ) ( )Gc X c X 且

  l imG x x ，  x c X  。

(3)  X 上的一种方法   : ( )GG c X X 称为子序列的，如果  Gx c X 是  G收敛于

  l X ，则存在 x 的子序列  'x c X 使得 'l im x l 。

冠以“收敛”之名的  G方法仅是一个函数关系，与  X 的拓扑并无关系。通过正则

方法或子序列方法，可以建立  G收敛与  X中收敛序列的密切联系。另一方面，由于  X仅

是一个拓扑空间，定义 4.1.1 中没有要求   ( )Gc X 是一个子群及  G是一个同态映射，但是

在本文所给出的所有例子中  G均是同态映射。

作为拓扑空间中序列闭包概念的一般化，用  G方法探讨拓扑性质的重要概念是  G闭
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包。

定义 4.1.2 设  X是拓扑空间，  G是  X上的一种方法。对于  A X ，

(1)   lxXcxAXlA
seq

 lim: 使得中序列存在 称为  A的序列闭包[33]。

(2)     lxGXcxAXlA G

G
 使得中序列存在: 称为  A的  G闭包。

(3) 如果   seqA A (或   GA A )，则 A称为  X 的序列闭集[18] (或  G闭集)，即若  A中

的序列 x 收敛 (或  G收敛) 于   l X ，则   l A 。

Connor 和 Grosse-Erdmann[21]和 Cakalli[22]分别在实空间和拓扑群中定义了   GA 和  G

序列闭集。

显然，   ( ( ) ( )) G
GG s A c X A  且   seqA A A  。一般说来，   GA A 不总成立，甚至未

必有   GX X ，见例 4.2.8(1)。 由此可见  G方法的广泛性。

4.2  G 闭包

由闭包运算可生成集上的拓扑结构。探讨  G闭包在拓扑空间中的闭性是建立  G方法

拓扑性质的有较途径。本节讨论对于拓扑空间  X及其子集  A ，  A 的闭包  A 与  A 的

 G闭包   GA ，序列闭包   seqA 的相互关系。

下述引理是显然的。

引理 4.2.1 设  X是拓扑空间。

(1) 若  G是  X上的正则方法，则对于每一  A X 有   seq GA A ，从而  X的  G闭集是

序列闭集。

(2) 若  G是  X上的子序列方法，则对于每一  A X 有   G seqA A ，从而  X的序列闭

集是  G闭集。

由此，若  G是  X上的子序列的正则方法，则对于每一  A X 有   seq GA A ，从而  X

的序列闭集与  G闭集是一致的。

引理 4.2.2 设  G是拓扑空间  X 上的一种方法且  A X 。若   GA A ，则  A是  X的  G

闭集当且仅当  A是  X的闭集。
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证 如果  A是  X的闭集，则   GA A A  ，所以  A是  X的  G闭集。另一方面，如果  A

是  X的  G闭集，则   G GA A A A   ，于是，即  A是  X的闭集。

对于拓扑空间  X及序列    n n
x x s X


 


，记

   : :nx x n l X l x X    是 序 列 在 中 的 聚 点 。

引理 4.2.3 若  G是拓扑空间  X上的一种方法，则下述条件相互等价：

(1) 对于每一  A X 有   GA A 。

(2)  X的每一闭集是  G闭集。

(3) 对于每一  A X ， 若    Gx s A c X  ，则  G x x 。

证  (1) (3) 对 于 每 一  A X ， 设      n Gn
x x s A c X


  


。 记

 l G x 。不妨设 对每一 n   ， nl x 。对每一 m   ， 由条件 (1)，

       : : : :
G

n n n nl x n x n x n m x n m         。于是   { : }nl x n m  ，

即  mnxl nm



: ，所以  l 是序列 x 在  X中的聚点，从而  G x x 。

 (3) (2) 设  A是  X 的闭集。若   Gl A ，则存在    Gx s A c X  使得

 G x l 。由条件(3)，  G x x A A   。因此，  GA A ，即  A是  X 的  G闭集。

 (2) (1) 若  X的每一闭集是  G闭集，对于每一  A X ，因为  A是  X的闭集，所以

 A是  X的  G闭集，即  ( )
G

A A 。又因为  A A ，则   ( )
GGA A ，从而   GA A 。

对于统计收敛性，Di Miao 和 Kocinac在拓扑空间中引入了统计 Fréchet-Urysohn 空

间[14]。我们引入下述更一般的概念。

定义 4.2.4 设  G是拓扑空间  X 上的一种方法。  X 称为  G -Fréchet-Urysohn 空间，

若对  X的任意子集  A有   GA A ，即若  l A ，则存在  x s A ，使得  G x l 。

本节的主要结果如下：

定理 4.2.5 设  G是拓扑空间  X上的一种方法，则下述条件等价：

(1) 对于每一  A X 有   GA A 。
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(2)  X 是  G -Fréchet-Urysohn 空间且  X 的子集  A是  X 的  G闭集当且仅当  A是  X 的

闭集。

(3)  X 是  G -Fréchet-Urysohn 空间且若  A是  X的闭集，则  A是  X 的  G闭集。

(4)  X 是  G -Fréchet-Urysohn 空间且对于每一  A X ，若    Gx s A c X  ，则

 G x x 。

证 由引理 4.2.2 得  (1) (2) 。 (2) (3) 是显然的。由引理 4.2.3 得  (3) (4) (1)  。

结合引理 4.2.1，有下述推论。

推论 4.2.6 设  G是拓扑空间  X 上的子序列方法，则  X 是  G -Fréchet-Urysohn 空间当且仅

当对于每一  A X 有   GA A 。

例 4.2.7  G方法与  G闭包。

(1) 存在拓扑空间  X 上非正则  G的方法使得  X的每一  G闭集是闭集。

让  X是全体整数的集合，赋予  X离散拓扑。令    XsXcG  ，定义   : ( )GG c X X 为

  0G x  ，  Gx c X  ，则  G是  X上的一种方法。由于  X是离散空间，于是  X

的每一  G闭集是闭集。虽然   ( ) ( )Gc X c X ，但是  G不是  X 上的  G正则方法，甚至不满

足：   GX X 。事实上，   {0}GX  。

(2) 存在拓扑空间  X上非子序列的方法  G使得对于每一  A X ，有   G seqA A 。

让  X 是任意非离散的第一可数的拓扑空间。在  X 上定义方法   : ( )G s X X 满足

  1G x x ，    n n
x x s X


  


。对于每一  A X ，   G seqA A A  。这时，  G

不是  X上的子序列方法，所以引理 4.2.1(2) 之逆命题不成。

例 4.2.8 闭包，序列闭包与  G闭包。

(1) 两个  G闭集的并不是  G闭集。

Connor 和 Grosse-Erdmann[21] 给出下述例子。实数集  赋予通常拓扑。取

          1:G n n nn n
c x s x x c 

   
 

   。 定 义  : GG c   为

  1lim
2

n n

x

x xG x 




 ，    n Gn

x x c


  


 。则  G是 上的正则方法。
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让  0A  ，  1B  ，则 {0}GA  ， {1}GB  ，
1{0, ,1}
2

G
A B  ，于是 A，B都是 

的  G闭集，但是 {0,1}A B  不是 的  G闭集。事实上，
1 1 3 ( ) {0, , , ,1}
4 2 4

G
G

A B  。

容易直接验证：设  G是拓扑空间  X 上的任意一种方法，则  X上任意个  G闭集的交

仍是  X的  G闭集。

(2) 闭集不是  G闭集。

在上述(1) 中， {0,1}A B  是 的闭集，但是 A B 不是 的  G闭集。这表明  G

不是 上的子序列方法，且  
G

A B A B   。

(3)  G闭集不是闭集。

拓扑空间及其上的方法如例 4.2.7(2)，则对于每一  A X ，   GA A ，于是  A是  X的

 G闭集，但是不能保证  A是  X的闭集。

(4)  G闭集与序列闭集互不蕴涵。

由于在第一可数空间中闭集与序列闭集是一致的，所以上述(1)，(3) 之例也说明： G

闭集与序列闭集互不蕴涵。

4.3  G序列空间与  G -Fréchet-Urysohn 空间

在拓扑空间中，由收敛序列确定了两类重要的空间[25]：序列空间与 Fréchet-Urysohn

空间。对于统计收敛性，Di Miao 和 Kocinac[14]在拓扑空间中引入了统计序列空间。

定义 4.3.1 设  G是拓扑空间  X 上的一种方法。 X称为  G序列空间，若对  X的任意

非闭子集  A，存在  A中的序列  n n
x x





和   \l X A 使得  G x l 。

用  G开集及  G邻域的概念，有助于加深对  G序列空间及  G -Fréchet-Urysohn空间的

认识。

定义 4.3.2 设  X是拓扑空间，  G是  X上的一种方法。

(1)  X 的子集  A 称为  X 的序列开集[18] (或  G开集[24])，若   \X A是  X的序列闭集

(或  G闭集)。

(2) 对于  x X ，  X的子集  A 称为  x的  G邻域，若存在  G开集  U使得  x U A  。

注 1) 上述 (2) 是按Mucuk 和 Sahan[24] 在第一可数的拓扑群中给出的“  G邻域”
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的定义方式定义的。若取  G为拓扑空间的通常收敛方法，则由此定义的“  G邻域”不同

于拓扑空间中按下述方式定义的“序列邻域”概念。设  X是一个拓扑空间且  x X ， X

的子集  A称为  x在  X中的序列邻域[34]，若    nx 是  X中收敛于  x的序列，则存在 m  

使得  { : }nx n m A  。这时，未必存在  X 的序列开集  U使得  x U A  。考虑 Arens’空

间 2 S [25]。令  0 i
i

X X


 

 ，其中每一    21 1 1 : ,iX k k ii i k     。

集  X 赋予下述拓扑:(1) 形如 1 1
i j 的点是孤立点； (2) 点 1

i 的邻域基元形如

   1 1 1 : k ji i k   ，其中 2j i ；点  0的邻域基元由  X 删除有限个集   iX ，

同时在每一个剩余的集   iX 中再删除掉有限个点。取    10 :A ii    则  A是

点  0的序列邻域，但是不存在  X 中的序列开集  U使得  0 U A  。

2) 通过  G开集可以定义“  G内部”[24]：设  G是拓扑空间  X上的一种方法， X的子

集  A的  G内部   GÅ 是  A所包含的最大的  G开集。对于拓扑空间  X及其子集  A，与第 4.2

节的讨论相类似，可以获得  A的内部  Å与  A的  G内部   GÅ 之间的相互关系，同时也可以

在第 4.4 节的讨论中用  G内部来研究  G连续性。本文不叙述关于  G内部的相关工作。

本节讨论  G序列空间及  G -Fréchet-Urysohn空间的刻画及遗传性，为后续探讨  G连

续性做准备。

定理 4.3.3 设  G是拓扑空间  X上的一种方法，则下述等价：

(1)  X 是  G序列空间。

(2)  X 中任意  G闭集是闭集。

(3)  X 中任意  G开集是开集。

(4)  X 中任意点的  G邻域是该点的邻域。

证 显然，  (2) (3) 。为完成定理证明，下面只需说明  (1) (2) 和  (3) (4) 。

 (1) (2) 设  F是  X中的  G闭集，下证  F是  X 中的闭集。若不然，由于  X是  G序

列空间，则存在   \l X F 和  F中的序列  n n
x x





，使得  G x l 。而  F是  G闭

集，则   GF F ，于是  l F 矛盾。从而  F是  X的闭集。
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 (2) (1) 取  X中非闭子集  A，由条件(2) 知  A不是  X的  G闭集，即   GA A ， 所

以存在  l X A � 和  A中的序列  n n
x x





，使得  G x l 。从而  X 是  G序列空间。

 (3) (4) 取  x X ，若  A是  x的  G邻域，则存在  X的  G开集  U使得  x U A  。由

条件(3)，  U是  X的开集，从而  A是点  x的邻域。

 (4) (3)  A是空间  X的  G开集，则  A是其中每一点的  G邻域，由条件(4)，于是  A

是其中每一点的邻域，从而  A是  X的开集。

推论 4.3.4  G -Fréchet-Urysohn空间是  G序列空间。

证 设拓扑空间  X 是  G -Fréchet-Urysohn 空间。如果  A 是  X 的  G 闭集，则

  GA A A  ，于是  A是  X的闭集。由定理 4.3.3，  X是  G序列空间。

由于序列空间严格弱于 Fréchet-Urysohn空间且收敛是  G收敛的特例，所以  G序列

空间严格弱于  G -Fréchet-Urysohn空间。

由引理 4.2.1 和定理 4.3.3 或定义 4.3.2，有下述推论。

推论 4.3.5 设  G是拓扑空间  X上的正则方法。

(1) 若  X 是序列空间，则  X是  G序列空间.

(2) 若  X 是 Fréchet-Urysohn空间，则  X是  G -Fréchet-Urysohn空间。

对于例 4.2.7(2)，取  X是具有通常拓扑的实空间，则  X是第一可数空间，但  X不是

 G序列空间。这表明推论 4.3.5 中正则方法的假设不可省略。

下面讨论  G -Fréchet-Urysohn 空间的刻画。先描述如何从拓扑空间  X 上的一种方

法诱导出  X 的任意子空间上的一种方法。设   : ( )GG c X X 是拓扑空间  X上的一种方

法。对于  Y X ，让

        | :G Gc X Y x s Y c X G x Y   

定义  | : |Y GG c X Y Y 为    |YG x G x ，  |Gx c X Y  ，则   |YG 是子

空间  Y上的一种方法。

定 义 4.3.6 设  G 是 拓 扑 空 间  X 上 的 一 种 方 法 。 对 于  Y X ，

 | : |Y GG c X Y Y 称为空间  X 的子空间  Y上关于  G的子方法, 或称为由  G诱导
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的子空间  Y上的方法。

若  G是拓扑空间  X 上的一种方法，如未特别说明，  X的子空间  Y上的方法均指关

于  G 的子方法   |YG 。

引理 4.3.7 设  G是拓扑空间  X 上的一种方法。若  Y 是  X 的子空间，则对于每一

 A Y 有 |  YG GA A Y  。

证 如果 |  YGl A ，则存在  |Gx c X Y 使得  G x l ，于是
G

l A Y  。

另一方面，如果
G

l A Y  ，则存在    Gx c X s Y  使得  G x l Y  ，

从而  |Gx c X Y ，于是   |
| YG

Yl G x A  。

显然，   | ( ( | )) G
Y GG c X Y Y Y  ，于是   ( | )Gc X Y   当且仅当   GY Y  。让

  : ( )GG c X X 是例 4.2.7(1) 定义的离散拓扑空间  X 上的方法。令   \{0}Y X ，则

  {0}GY  ，于是   ( | )Gc X Y  。

由于序列空间的子空间未必是序列空间[18]，所以  G序列空间的子空间一般说来不必

仍是  G序列空间。

定理 4.3.8  G序列空间的每个  G闭子集是  G序列空间。

证 设  G是  G序列空间  X 上的方法，  Y是  X 的  G闭子集。下证子空间  Y关于方法

  |YG 是  G序列空间。任取  Y的非闭子集  A，则  A不闭于  X 。因为  X 是  G序列空间，则

存在   \l X A 和  x s A 使得序列  G x l 。由  Y是  X 的  G闭集, 所以   GY Y ，

从而  |Gx c X Y 且  | \YG x l Y A  。因此，  Y是  G序列空间。

定理 4.3.9 设  G是拓扑空间  X上的一种方法，则下述条件相互等价：

(1)  X 是  G -Fréchet-Urysohn 空间。

(2)  X 的任意子空间是  G -Fréchet-Urysohn 空间。

(3)  X 的任意子空间是  G序列空间且对于每一 A X 有 GA A 。

证  (1) (2) 设  Y是  X的任意子空间。对于每一  A Y ，因为  X是  G -Fréchet-Urysohn

空间，由定义 4.2.4和引理 4.3.7， | cl ( ) cl ( ) YGG
Y XA A Y A Y A     ，所以  Y关于子方法   |YG 是
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 G -Fréchet-Urysohn空间。

 (2) (3) 由推论 4.3.4，只需证明对于每一 A X 有 GA A 。因为  A关于子方法   |AG

是  G -Fréchet-Urysohn空间，由引理 4.3.7，所以 |cl ( ) AG G G
AA A A A A A     。

 (3) (1) 设 A X 且 l A 。若 l A ，由于 GA A ，则 Gl A 。若 l A ，令 { }Y l A  ，

则 A 不是子空间 Y 的闭子集。因为 Y 关于   |YG 是  G 序列空间，所以存在

 \y Y A l  及  x s A 使得序列  |YG x y ，于是 l A 。这表明 GA A ，

故  X是  G -Fréchet-Urysohn空间。

注 (1) 由于拓扑空间  X 上的正则方法  G满足对于每一 A X 有   GA A ，所以这时

 X是  G -Fréchet-Urysohn空间当且仅当  X的任意子空间是  G序列空间。因而，定理 4.3.9

统一了 Fréchet-Urysohn空间及统计 Fréchet-Urysohn空间的遗传性结果[18,16]。

(2) 每一子空间是  G序列空间的空间未必是  G -Fréchet-Urysohnt空间。在例 4.2.7(1)

中，由于  X 的每一子空间具有离散拓扑，所以  X 的每一子空间是  G序列空间。因为

  GX X ，所以  X不是  G -Fréchet-Urysohn空间。

4.4  G连续映射

Cakalli[22] 依下述方式定义了  G 连续性：设  G是拓扑群  X 上的一种方法，映射

  :f X Y 称 为  G 连 续的 ， 如果 对于 每 一  Gx c X 有    Gf x c Y 且

     G f x f G x 。上述映射是群上的自映射。由于连续映射及序列连续映射

一般都是从一个拓扑空间到另一个拓扑空间的映射，我们引入下述更一般的  G连续性。

定义 4.4.1 设 1 G ， 2 G分别是拓扑空间  X与  Y上的方法，映射   :f X Y 称为( 1 G ， 2 G )

连续的，若对于每一  
1G

x c X 有    
2Gf x c Y 且      2 1G f x f G x 。

当 1 G ， 2 G 是同一方法  G时，( 1 G ， 2 G )连续简称为  G连续。

我们也可以先定义在一点处的 ( 1 G ， 2 G ) 连续性，然后再定义子集或整个空间上的

( 1 G ， 2 G ) 连续性。Connor，Grosse-Erdmann[21] 和Mucuk，Sahan[24] 就分别在实空间及
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第一可数的拓扑群中考虑了在一点处的  G连续性。

Mucuk，Sahan[24] 在第一可数的拓扑群中证明了下述引理，其实他们在拓扑空间中

仍成立，证明也是类似的，在此不再复述。

引理 4.4.2 设  G是拓扑空间  X上的一种方法。

(1)  X 上任意个  G开集的并是  G开集。

(2) 设  A X ，则  A是  X的  G开集当且仅当对于任意的  a A ，  A是  a的  G邻域。

引理 4.4.3 设 1 G ， 2 G 分别是拓扑空间  X与  Y上的方法。若映射   :f X Y ，则下

述等价：

(1) 对  Y的任意 2 G 闭集  F， 1  ( )f F 是  X 的 1 G 闭集；

(2) 对  Y的任意 2 G 开集  W ， 1  ( )f W 是  X的 1 G 开集；

(3) 任意  x X ，若  U是   ( )f x 的 2 G 邻域，则存在  x的 1 G 邻域  V，使得 ( )f V U 。

证 显然  (1) (2) 为完成定理的证明，下面说明  (2) (3) 。

 (2) (3) 任意  x X ，若  U 是   ( )f x 的 2 G 邻域，则存在 2 G 开集  A ，使得

  ( )f x A U  ，从而 1 1  ( ) ( )x f A f U   。由   :f X Y 满足条件(2)知 1  ( )f A 是  X的 1 G 开

集，从而 1  ( )f A 是  x的 1 G 邻域，且 1  ( ( ))f f A U  。

 (3) (2) 任取  Y的 2 G 开集  W ，下证 1  ( )f W 是  X的 1 G 开集。任意 1  ( )x f W ，则

  ( )f x W ，从而  W 是   ( )f x 的 2 G 邻域。由   :f X Y 满足条件(3)，存在  x的 1 G 邻域  V，

使得 ( )f V W 。从而存在 1 G 开集  U，使得  x U V  ，于是 1  ( )x U f W  ，因此 1  ( )f W

是  x的 1 G 邻域，由引理 4.4.2知 1  ( )f W 是  X的 1 G 开集。

定理 4.4.4 设 1 G ， 2 G 分别是拓扑空间  X与  Y上的方法。若映射   :f X Y ，则下

述条件有蕴涵关系  (1) (2) (3)  成立：

(1)  f 是 ( 1 G ， 2 G ) 连续映射。

(2) 对  X 的任意子集  A， 21  ( ) ( )
GGf A f A 。
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(3) 对  Y的任意 2 G 闭集  F， 1  ( )f F 是  X 的 1 G 闭集。

证  (1) (2) 设  A X 。若 1  Gl A ，则存在    
1G

x s A c X  使得  1G x l 。

由条件(1)，       
2G

f x s f A c Y  且      2 1G f x f G x ，于是
2  ( ) ( )

G
f l f A 。

故，
21  ( ) ( )

GGf A f A 。

 (2) (3) 设  F 是  Y 的 2 G 闭集。令 1  ( )A f F ，则   ( )f A F 。由条件 (2)，

21 2  ( ) ( )
GG Gf A f A F F   ，从而 1 1  ( )GA f F A  ，即 1  ( )f F 是  X的 1 G 闭集。

例 4.4.5 连续性与  G连续性。

(1) 满足定理 4.4.4 条件 (3)，但不满足定理 4.4.4 条件 (2) 的连续映射。

让  X 是 全 体 整 数 的 集 合  ， 赋 予 离 散 拓 扑 。 取

        
1 1:G n n nn n mc X x s X m x x  

    存 在 使 得 是 常 值 序 列 。 定 义

11  : ( )GG c X X 为  1 1lim n nn
G x x x

  ，    
1n Gn

x x c X


  


。则 1 G 是  X上的

一种方法。让    0,1Y  是  X 的子空间且赋予 1 G 的子方法 1  |YG ，记 2 1 |  YG G 。定义

  :f X Y 如下：   ( ) 0f x  当且仅当 2x k ， k   。由于  X赋予离散拓扑，所以

  :f X Y 是连续映射。

若  F是  Y的 2 G 闭集，则  F为    0 或  Y。易验证： 1  ( )f F 是  X的 1 G 闭集。

由于 X ， 易验证: 11
G

  ，    2 0
G

f  于是     21 GG
f f  。上述 1 G

不是  X上的正则方法。下面给出一正则方法的例子。实空间 上的方法  G如例 4.2.8(1)，

则  G是上的正则方法。定义 :f   为   | | ,f x x x    ，则  f 连续。由

于 中序列闭集与闭集是一致的，所以  f 满足定理 4.4.4 条件(3)。令    1,1A   ，则

  { 1 0 1}GA   ，， ，于是   ( ) {0,1} {1} ( )
GGf A f A   ，所以  f 不满足定理 4.4.4 条件(2)。

(2) 满足定理 4.4.4 条件 (2)，但不满足定理 4.4.4条件 (1) 的同胚映射。

拓扑空间  X及其上的方法 1 G 如例 4.2.7(1)。拓扑空间  Y及其上的方法 2 G 如例 4.4.5(1)
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中的  X 及 1 G 。让   :f X Y 是恒等映射，则  f 是同胚映射。对于每一非空的  A ，

1 2  {0}G GA A  ， 即
21  ( ) ( )

GGf A f A 。 取  8,5,3,2,1,1x 是 斐 波 那 契 数 列 ， 则

 
1G

x c X ，但是    
2Gf x c Y ，所以  f 不是 ( 1 G ， 2 G ) 连续映射。

(3) 非序列连续的 ( 1 G ， 2 G ) 连续映射。

让  X 是全体实数的集合，赋予通常的拓扑。再让  Y是集合赋予离散拓扑。定

义   :f X Y 是恒等映射，则  f 不是序列连续映射。取  G是集上的任意一种方法，则  f

总是 (  G，  G ) 连续映射。

Connor 和 Grosse-Erdmann[21]提出问题：是否存在上的正则方法  G及  G连续函数

:f   ，使得  f 不是连续函数？

序列连续性有较好的刻画。

引理 4.4.6[31] 设  X，  Y都是拓扑空间。若映射   :f X Y ，那么  f 序列连续当且仅

当若  F是  Y的序列闭集，则 1  ( )f F 是  X的序列闭集。

由引理 4.2.1，定理 4.4.4及引理 4.4.6，有下述推论。

推论 4.4.7 设 1 G ， 2 G 分别是拓扑空间  X与  Y上的子序列的正则方法。若   :f X Y

是 ( 1 G ， 2 G ) 连续映射, 则  f 是序列连续映射。

进而，有下述推论。

推论 4.4.8 设 1 G ， 2 G 分别是拓扑空间  X 与  Y上的子序列的正则方法且  X 是 1 G 序

列空间。若   :f X Y 是 ( 1 G ， 2 G ）连续映射，则  f 是连续映射。

下面进一步说明在一定条件下, 推论 4.4.7中的子序列方法也是必要的。

设  G 是 拓 扑 空 间  X 上 的 一 种 方 法 ， 称  G 满 足 共 尾 条 件 ， 若

   n Gn
x x c X


 


，    n n

y y s X


 


且存在 m   使得当  n m 时有

  n nx y ，则  Gy c X 且    G x G y 。按本文第一部分的介绍，若  G是拓扑群

 X 上在 Cakalli 意义下的一个正则方法，则  G 满足共尾条件。事实上，设
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   n Gn
x x c X


 


，    n n

y y s X


 


且存在 m   使得当  n m 时有

  n nx y ，那么  1l im x y e  (群  X 的单位元 )。由于  G 是正则方法，于是

 1
Gx y c X  且  1G x y e  。 因 为   ( )Gc X 是 一 个 群 ， 所 以

    
11 1

Gy x x y c X


    。又因为  G是同态，于是    G x G y 。

引理 4.4.9 设  G是第一可数的拓扑空间  X上的满足共尾条件的一种方法，则  G是

 X上的子序列方法当且仅当对于每一  A X 有   GA A 。

证 对于每一  A X ，  G是  X上的子序列方法，由引理 4.2.1，有   G seqA A A  。

反 之 ， 设 对 于 每 一  A X 有   GA A 。 让    n Gn
x x c X


 


且

 G x l X  。如果  U是  l在  X中的开邻域，则  U中必含有序列 x 中的无限项。否

则，存在 m   使得   { : }nU x n m  。令    : mnA x n  ，则  U A ，于是  l A 。

另一方面，令  n n
y y





，其中当  n mb 时 1  n my x  ；当  n m 时   n ny x 。由于  G满

足共尾条件，于是  Gy c X 且     G
G x G y A A   ，从而  l A ，矛盾。

因为  X是第一可数空间，让 i i
U

 
是  l在  X中递减的开邻域基。这时，每一   iU 中

含有序列 x 中的无限项，于是存在 x 的子序列  '
in i

x x




使得每一  

in ix U ，从而序

列 'x收敛于  l。故，  G是  X 上的子序列方法。

例 4.2.7(2)表明在引理 4.4.9 中  G的共尾性不可省略。

定理 4.4.10 设  G是第一可数的完全正则空间  X上的满足共尾条件的一种方法。如

果每一连续函数   :f X   是  ,G G  连续，其中G  是 上的某一正则方法，则  G

是  X上的子序列方法。

证 如果  G不是  X上的子序列方法，由引理 4.4.9，存在  X的子集  A使得   GA A 。

取定   Gl A A � 。由  X 的完全正则性，存在连续函数 :f X  使得    0f l  且

  ( ) {1}f A  。由于   Gl A ，存在    Gx s A c X  ，则  G x l 。由条件，   f 是
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 ,G G 连续，于是        1 0G f x f G x f l    ，矛盾。故，  G是  X 上

的子序列方法。

本节最后给出两个映射保持  G序列空间与  G -Fréchet-Urysohn空间的结果。

定理 4.4.11 设 1 G ， 2 G 分别是拓扑空间  X与  Y上的方法且映射   :f X Y 是 ( 1 G ，

2 G ) 连续的商映射。若  X是 1 G 序列空间，则  Y是 2 G 序列空间。

证 任取  Y中 2 G 开集  U，因为   :f X Y 是 ( 1 G ， 2 G ) 连续映射，由定理 4.4.4和引

理 4.4.3， 1  ( )f U 是  X 的 1 G 开集。而  X 是 1 G 序列空间，由定理 4.3.3 知 1  ( )f U 是  X 的

开集。又因为   :f X Y 是商映射，所以  U是  Y的开集。再由定理 4.3.3，  Y是 2 G 序列空

间。

定理 4.4.12 设 1 G ， 2 G 分别是拓扑空间  X 与  Y 上的方法且映射   :f X Y 是（ 1 G ，

2 G ）连续的伪开映射。若  X 是 1 G -Fréchet-Urysohn空间，则  Y是 2 G -Fréchet-Urysohn空

间。

证 对 于  A Y ， 若  y A ， 则
1 1  ( ) ( )f y f A    。 事 实 上 ， 如 果

1 1  ( ) ( )f y f A   ，即 1 1  ( ) ( )f y X f A  � ，由于   :f X Y 是伪开映射，则

1 1  [ ( ( ))] [ ( ( ))] ( )y f X f A f X f A Y A Y A       � � � � ，矛盾。故存在

1 1  ( ) ( )l f y f A   。因为  X 是 1 G -Fréchet-Urysohn 空间， 所以
11 1  ( ) ( )
G

f A f A  ，

于是存在     
1

1
Gx s f A c X  使得  1G x l 。又因为   :f X Y 是（ 1 G ， 2 G ）连

续 映 射 ， 所 以      
2G

f x s A c Y  且      2 1G f x f G x y  ， 于 是

2  Gy A 。因此， 2  GA A 。从而  Y是 2 G -Fréchet-Urysohn 空间。
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第 5章 总结与展望

本文将一般拓扑学中的序列收敛方法拓展成更为一般的“收敛方法”。引入了序列

紧空间的统计定义并讨论了其相应的拓扑性质，讨论了统计序列空间的性质以及相关映

射在统计意义下的关系，引入了一般拓扑空间的  G方法，建立了连续性与  G连续性的

关系，拓展了第一可数的 2 T 拓扑群中  G方法的一些相关结果。

本文较一般拓扑学中原有的结果而言更具一般性。但是，在此基础上仍有一些问题

值得我们去深入研究：

第一，统计意义下的可数紧空间怎样定义？

第二，开集与开邻域在序列空间的研究中有着十分重要的作用。本文中  G开集是用

 G闭集的补集定义的。因此，  G开集与  G邻域自身的性质还有待研究。

第三，为了一般拓扑空间中  G方法的研究更加完善， G方法意义下的导集，边缘等

也是不容忽视的研究内容。
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