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中文摘要 

 I 

摘 要 

本文给出了 Frink 引理条件的等价刻画，并给出了有关度量化定理的两个

经典结果的简化证明．之后主要探究了度量空间上的紧覆盖 1(或 2)序列覆盖映

射的刻画，得到了每一紧子集可度量化且是 snf 可数空间的刻画，并肯定的回

答了林寿教授提出的问题：对于每一个紧子集可度量化的第一可数空间，如何

用度量空间的某一特定映像来刻画它们？借助 sn网，获得了拓扑空间 X 的每一

紧子集可度量化且在 X 中有可数弱基的等价特征．通过引入 1- scc和 scc映射，

主要得到了空间 X 的每一紧子集可度量化且在 X 中有可数 sn网当且仅当 X 是

某一度量空间的 1- scc映像．讨论了每一紧子集具有外弱基空间的性质, 推广了

Michael 和 Nagami 关于度量空间的紧覆盖、开映像的经典结果．  

 

关键词：一致空间；一致结构；紧覆盖映射；弱基；1 序列覆盖映射； sn ( so )网；

snf 可数；外 sn网；外弱基；商映射；1- scc映射； scc映射 
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Abstract 

In this paper, we give the equivalent characterizations of the conditions of Frink’s Lemma 

and prove two classical results about metrizable theorems. Then we discuss the 

characterizations of compact-covering and 1-sequence-covering (resp. 2-sequence-covering) 

images of metric spaces and obtain the characterizations of a snf -countable space in which 

every compact subset is metrizable. Also we give a positive answer to the following question 

posed by professor S. Lin: How to characterize the first countable spaces in which each 

compact subset is metrizable? Some equivalent conditions of a space in which each compact 

subset is metrizable and has a countable weak base in the space are obtained by means of 

sn -networks. By introducing the concept of 1- scc (resp. scc ) map is, it is shown that X  is a 

1- scc (resp. scc ) image of a metric space if and only if X is a space in which each compact 

subset is metrizable and has a countable sn -networks. The spaces in which each compact 

subset has a countable outer weak base are discussed, which generalize the classic result about 

compact-covering and open images of metric spaces by Michael and Nagami. 

 

 

Keywords: uniform spaces; uniform structure; compact-covering maps; weak bases; 

1-sequence-covering maps; sn ( so )-networks; snf -countable spaces; outer snf -networks; 

outer weak bases; quotient maps; 1- scc -maps； scc -maps 
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第 1 章 引 言 

1.1 研究现状 

直接建立度量化定理的困难之处在于拓扑空间中度量的构造．现代度量化

定理的建立都利用一些熟知的构造方法产生新的度量化定理．其中，Frink 引

理[7]是构造度量的有效途径之一． 在一些文献中［如：11]，利用了 Frink 引理

中的减弱条件以产生与 Frink 引理相同的结论．这引起我们对于这类条件的兴

趣，促使我们想找到这些条件之间的关系，完善 Gruenhage 论证伪度量存在性

的细节． 

映射作为工具建立各种拓扑空间之间的联系是一般拓扑学研究的重要课题

之一．寻求度量空间在确定映射下的像空间的内在刻画，或把确定的空间表示

为度量空间在某些连续映射下的像一直是许多拓扑学家的研究思路[如：16，

24]．1973 年 Michael 和 Nagami 在文 [24]中通过引入外基的定义，得到了度量

空间的紧覆盖开映像的刻画(定理 1.1.1)，且其中提出的“度量空间的商 s映像

是否是度量空间的紧覆盖的商 s映像”的问题被列为一般拓扑学的重要问题

[25]， 至 2003 年才通过集论假设给予否定回答[5]． 

开映射是伪开映射，伪开映射是商映射[18]，第一可数空间上的开映射是 2

序列覆盖映射[16]．关于度量空间的紧覆盖序列覆盖映像方面主要的一些相关

结果如下： 

定理 1.1.1[24] 对于 2T 空间 X ，下述条件相互等价： 

(1) X 是度量空间的紧覆盖的开映像； 

(2) X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数邻域基； 

(3) X 的每一紧子集在 X 中具有可数外基． 

它建立了紧子集具有可数邻域基空间与度量空间的紧覆盖的开映像之间的

精确关系． 

定理 1.1.2[24] 对 2T 拓扑空间 X ,下述条件相互等价： 

(1) X 是度量空间的开 s像； 

(2) X 是度量空间的紧覆盖开 s映像； 



漳州师范学院理学硕士学位论文 

 - 2 -

(3) X 具有点可数基． 

定理 1.1.3[24] 拓扑空间 X 是可度量化空间的紧覆盖的商(伪开)映像当且

仅当 X 是每一紧子集可度量化的序列(Fréchet)空间． 

定理 1.1.4[16] (1) 拓扑空间 X 具有点可数弱基当且仅当 X 是可度量化空间

的 1 序列覆盖的商 s映像． 

(2) 拓扑空间 X 具有点可数基当且仅当 X 是可度量化空间的 2 序列覆盖的

商 s映像． 

由定理 1.1.1 的结果很容易看出可度量化空间的紧覆盖开映像是每一紧子

集可度量化的第一可数空间，然而它的逆并不成立[24]．于是林寿教授提出了

下列问题[19，问题 2.6.5]．  

问题 1.1.5 对于每一个紧子集可度量化的第一可数空间，如何用度量空间

的某一特定映像来刻画它们？ 

2 序列覆盖映射 1 序列覆盖映射序列覆盖映射[16]．林寿教授在[20]

中研究了度量空间的 1(或 2)序列覆盖映像的刻画． 这使我们很自然的想到以

下问题． 

问题 1.1.6 对于拓扑空间 X ，若 X 是可度量化空间的紧覆盖 1 序列覆盖的

映像，那么如何刻画 X ？是否 X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数 sn

网？ 

如果回答是否定的，那么如何刻画每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数

sn网的空间？关于可度量化空间的紧覆盖 2 序列覆盖的映像当然有同样的问

题．而度量空间上的开映射是 1 序列覆盖映射的商映射[16]．这自然地又可以

提出下述三个问题． 

问题 1.1.7 如何用度量空间的映像刻画每一紧子集可度量化且在整个空间

中具有可数弱基的空间? 

问题 1.1.8 对于拓扑空间 X ，X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数

弱基是否等价于 X 的每一紧子集在 X 中具有可数外弱基？ 

问题 1.1.9 度量空间的 1 序列覆盖、紧覆盖、商映像是否刻画每一紧子集

可度量化且在整个空间中具有可数弱基的空间？ 
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1.2 本文的主要结果 

本文第 2 章给出 Frink 条件的一些等价刻画完善了 Gruenhage[11]伪度量存

在性的证明， 同时应用于简化度量化定理的证明． 第 3 章主要回答了引言中

的问题 1.1.5 和问题 1.1.6，之后给出一些例子说明了一些不蕴含关系，进一步

说明了我们得到的结果是不平凡的．第 4 章围绕引言中的问题 1.1.7，1.1.8 和

1.1.9 展开了探讨，最终回答了以上问题且给出几个例子指出了一些不蕴含关

系．具体结果如下： 

定理 2.1.3 设 X 是拓扑空间，考虑映射 :d X X R  满足下列条件：

, ,x y z X  ， 

(1) 对每一 0  ，如果 ( , ) , ( , )d x y d y z   ，则 ( , ) 2d x z  ； 

(2) , ,x y z X  ， ( , ) 2max{ ( , ), ( , )}d x z d x y d y z ； 

(3) 0  ，如果 ( , ) , ( , )d x y d y z   ，则 ( , ) 2d x z  ； 

(4) n N  ， 1 1( , ) 1 2 , ( , ) 1 2n nd x y d y z   ，则 ( , ) 1 2nd x z  ． 

则 (1) (2) (3) (4)   ． 

下面的定理 3.1.12 部分地回答了问题 1.1.6，推论 3.1.13 回答了问题 1.1.5． 

定理 3.1.12 对于拓扑空间 X 下述条件相互等价： 

(1) X 是某一可度量化空间的紧覆盖且 1 序列覆盖映像； 

(2) X 既是某一可度量化空间的紧覆盖映像, 又是某一可度量化空间的 1 序

列覆盖映像； 

(3) X 是所有的紧子集可度量化的 snf 可数空间． 

推论 3.1.13 对于拓扑空间 X 下述条件相互等价： 

(1) X 是某一度量化空间的紧覆盖几乎开映像； 

(2) X 既是某一可度量化空间的紧覆盖映像，又是某一可度量化空间的几乎

开映像； 

(3) X 是每一个紧子集可度量化的第一可数空间． 

例 3.1.15 存在非 snf 可数空间 X ：所有紧子集是可度量化的． 

这个例子说明定理 3.1.12 的两个条件是互相独立的，下面的例 3.1.17 结合
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定理 3.1.12 完整地回答了问题 1.1.6． 

例 3.1.17 存在每一紧子集可度量化的第一可数空间 X ，但其某一紧子集在

X 中不具有可数 sn网． 

Michael和Nagami在文 [24]中通过引入外基的概念刻画可度量化空间的紧

覆盖开映像．类似地，这里我们通过引入外 so网用同样的方法得到定理 3.2.14

推广了文 [24]的结果(见定理 1.1.1)． 

定理 3.2.14 对于拓扑空间 X 下述条件相互等价： 

(1) X 是某一可度量化空间的紧覆盖, 2 序列覆盖映像； 

(2) X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数 so网； 

(3) X 的每一紧子集在 X 中具有可数外 so网． 

下面的例子将说明 X 是可度量化空间的紧覆盖 1 序列覆盖映像并不能蕴含

X 是可度量化空间的紧覆盖 2 序列覆盖映像． 

例 3.2.15 存在每一紧子集可度量化且有可数 sn网的空间 X ，但 X 不是任

一可度量化空间的紧覆盖 2 序列覆盖映像． 

以下的两个定理通过引入 1- scc映射的概念刻画了每一紧子集可度量化且

在 X 中具有可数 sn网的空间并回答了问题 1.1.7． 

定理 4.2.3  对于拓扑空间 X ,下述条件相互等价： 

(1) X 是每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数 sn网的空间； 

(2) X 是某一可度量化空间的 1- scc映像； 

(3) X 是某一可度量化空间的 scc映像． 

定理 4.3.4  对于拓扑空间 X , 下述条件相互等价： 

(1) X 是某一可度量化空间的 1- scc、商映像； 

(2) X 是某一可度量化空间的 scc、商映像； 

(3) X 是每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数弱基的空间． 

以下给出的例子将说明定理 4.2.3 的条件严格弱于定理 4.3.4 的条件． 

例 4.3.6 存在非序列空间 X ：每一紧子集可度量化且在 X 中有可数 sn网． 

注：以上主要结果的序号是在正文中相应章节的编号． 

本文所有的空间都是 2T 的，所有的映射都是连续且满的．字母代表所有



第 1 章 引言  

 - 5 -

正自然数的集合．对一些未说明的定义和术语读者可以参考文献[11，18]．引言

中涉及到的相关定义均可在第三章及第四章中查阅到． 
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第 2 章  Frink 引理的注记 

 

Frink 条件是构造伪度量的关键要求．本章给出 Frink 条件的一些等价刻画，

完善了 Gruenhage 论证伪度量存在性的细节, 由此给出一致空间度量化定理和

Alexandroff-Urysohn 度量化定理的简化证明． 

2.1 Frink 条件 

引理 2.1.1[7]（Frink 引理）设映射 :d X X R  （非负实数集）满足 Frink

条件：对每一 0  ，如果 ( , ) , ( , )d x y d y z   , 则 ( , ) 2d x z  ．则存在映射

: X X R   ，使得所有的 , ,x y z X ，有 

(i) ( , ) ( , ) ( , )x z x y y z    ； 

(ii) ( , ) 4 ( , ) ( , )d x y x y d x y  ． 

如果要求 d是对称的(即 ( , ) ( , )d x y d y x )，则 也是对称的． 

先回忆一下接下来要用到的加细、星加细的概念和一些记号． 

设U 是集 X 的覆盖，对 x X , A X ,记 

( , ) { : , }st x U U x U  U U ； 

( , ) { : }st A U U A    �U U ． 

设U ，V 是集 X 的覆盖，如果对V 的每一个元V ，存在U U 使V U ，

则称覆盖V 加细(refines)U ，记作 V U ；如果覆盖{ ( , ) : }st V V �V V 加细 

U ，则称V 星加细(star refines)U ． 

Frink 引理应用于度量拓扑，可通过下列结果实现． 

引理 2.1.2[11] 设拓扑空间 X 存在开覆盖序列 { }n nU 使 1nU 星加细

( )n nU ，则 X 上存在伪度量 满足： 

(i) ( , ) 0x y  当且仅当 ( , )nn
y st x




 U ；  

(ii) U是由伪度量  导出拓扑中的开集当且仅当对每一 x U 存在 n使

( , ) ,nst x UU 这时 22
1( , ) ( , ) ( , )

2nn nst x st x st x  U U ． 

文[11]在引理 2.1.2 的证明中，为了利用引理 2.1.1，使用了下述条件: 设映
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射 :d X X R  满足： n  ，如果 1 1
1 1( , ) , ( , )

2 2n nd x y d y z   , 则

1( , )
2n

d x z  ．然而，上述条件并不与 Frink 条件等价． 如，设 { , , }X x y z ，

定义映射 :d X X R  ，满足
1

( , )
7

d x y  ，
1

( , )
7

d y z  ，
1

( , )
3

d x z   ．易验证，

对 于 n  及 , ,a b c X ， 如 果 1 1
1 1( , ) , ( , )

2 2n nd a b d b c   ， 则

1( , )
2n

d a c  ． 但 是 若 取
1

6
  ， 则

1
( , )

7
d x y   ，

1
( , )

7
d y z   ，

1
( , ) 2 ,

3
d x z    所以 d不满足Frink条件．这引起我们对Frink条件及引理2.1.2

正确性的兴趣．  

定理 2.1.3 设 X 是拓扑空间，考虑映射 :d X X R  满足下列条件：

, ,x y z X  ， 

(1) 对每一 0  ，如果 ( , ) , ( , )d x y d y z   ，则 ( , ) 2d x z  ； 

(2) , ,x y z X  ， ( , ) 2max{ ( , ), ( , )}d x z d x y d y z ； 

(3) 0  ，如果 ( , ) , ( , )d x y d y z   ，则 ( , ) 2d x z  ； 

(4) n N  ， 1 1( , ) 1 2 , ( , ) 1 2n nd x y d y z   ，则 ( , ) 1 2nd x z  ． 

则 (1) (2) (3) (4)   ． 

证明： (1) (3)  0  ，如果 ( , )d x y  ， ( , )d y z  则 ' 0    ，有

'( , )d x y    ， '( , )d y z    ，由(1)知 '( , ) 2d x z  ．由 ' 的任意性可得

'( , ) 2 2d x z    ．事实上，若 ( , ) 2d x z  ，可取 ' ( ( , ) 2 ) 2d x z       ，则

'2 ( , ) 2 2d x z     ( , )d x z 与 '( , ) 2d x z  矛盾． 

(3) (1) 0  ，如果 ( , ) , ( , )d x y d y z   ，令 'max{ ( , ), ( , )}d x y d y z  ，

则 ' '( , ) , ( , )d x y d y z       ，由(3)， '( , ) 2 2d x z    ． 

(3) (2) 令 'max{ ( , ), ( , )}d x y d y z  ，则 ' '( , ) , ( , )d x y d y z   ，由(3)知

'( , ) 2d x z   2max{ ( , ), ( , )}d x y d y z ． 

(2) (3) 0  ，如果 ( , ) , ( , )d x y d y z   ，则max{ ( , ), ( , )}d x y d y z  ，

由(2)， ( , ) 2 max{ ( , ), ( , )} 2d x z d x y d y z   ． 
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(1) (4) 令 11 2 0n   ，由(1)若 1( , ) 1 2nd x y  ， 1( , ) 1 2nd y z  ，则

1( , ) 2 1 2nd x z   1 2n ． 

注：引理 2.1.2 的证明表面上使用了条件(4)，由于引理 2.1.2 证明中

1 11
: , ( , ) 1 2 , ( , ) 1 2 ,

2
n n

n
d X X R d x y d y z     的非零取值均为 所以如果 则  

2( , ) 1 2nd x y  ，
2( , ) 1 2 . 4nd y z  由（ ） 

1( , ) 2 1 2nd x z    2max{ ( , ), ( , )} .d x y d y z  

因此，定理 2.1.3 的(2)成立．故，引理 2.1.2 的证明是正确的． 

 

2.2 应用 

作为Frink引理的应用，本节利用引理 2.1.2，简化两个度量化定理的证明．在

叙述一致空间的度量化定理之前先回忆一致空间的概念． 

定义 2.2.1[30] 设{ : }A  U 是集 X 上的覆盖U 所成的族，如果还满足下

列条件： 

1( )U
 
对 X 中的覆盖U ，如果存在 A 使  U U ，则 { : }A  U U ； 

2( )U
 
对任意 , A   ，存在 A  使  U U ,  U U ； 

3( )U
 
对每一 A ，存在 A  ，使 U 星加细 U ； 

4( )U
 
对任意 , ( )x y A x y  ， 存在 A 使 U 中没有一个元同时包含点 x

与 y，则称{ : }A  U 是集 X 上的一个一致结构(uniformity)，集 X 连同它的一

致结构{ : }A  U 称为一致空间(uniform space)，可以记为( X ，{ : }A  U )．一

致结构 { : }A  U 的子族 { : }B  U ( B A )称一致结构的基(basis of 

uniformity)，如果对每一 A ，存在 B  使  U U ．一致空间称为可度量化

(metrizable), 如 果 X 上 存 在 伪 度 量  使 由 开 球 组 成 的 覆 盖

1{ ( , ) : }n B x x X
n

 U 的可数族{ : }n nU 形成一致结构的基． 

定理 2.2.2[30](一致空间度量化定理) 一致空间可度量化当且仅当具有由

可数个覆盖形成的一致结构的基． 

证明: 必要性显然，仅证充分性． 
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设{ } A U 是 X 上的一致结构，{ : }i iU 是这一致结构的可数基． i ，

可以选取{ } A U 中的元 ( )
i
i U ，使

1i 
U 星加细

i
U 且

i
U 加细 iU ，则{ }

i i U 是

X 的覆盖序列且
1i 

U 星加细 ( )
i
i U ．由引理 2.1.2 知 X 上存在伪度量 满足

引理 2.1.2 的条件(i)和(ii)．由一致结构的定义 4( )U 知 ( , ) { }
ii

y st x x
 

 U ，

从 而  是 X 上 一 个 度 量 ． 由 引 理 2.1.2 的 证 明 知

1

'
1

1( , ) ( , )
2 i iiB x st x U    U U ， 所 以 1

1{ ( , ) : }
2 i
iB x x X   U ， 从 而

1{{ ( , ) : }}nB x x X
n  形成{ } A U 的基． 

一致空间的度量化定理的证明常较复杂． 一般要证明困难的度量化引理

(见文[9]的定理 4.5.8)，而后再导出且需要不少一致空间的相关知识．我们提供

的证明直接而且简单． 

定理 2.2.3[1](Alexandroff-Urysohn 度量化定理)拓扑空间 X 可度量化，当且

仅当 X 是 0T 的且存在开覆盖序列{ }n nU  满足： 

(i) 1nU 星加细 ( )n nU ； 

(ii) { ( , )}n nst x U 形成点 x的邻域基． 

证明: 必要性显然，仅证充分性．由引理 2.1.2 的结论知， X 上存在伪度

量 满足引理 2.1.2 中的条件(i)和(ii)． 由于 X 是 0T 的及{ ( , )}n nst x U 是点 x的

邻域基． , ,x y X x y   ，不妨设存在开邻域 xU 及 n，使 ,x xx U y U  ，

( , )n xx st x U U ，则 ( , )ny st x U ，所以 ( , ) { }nn
st x x




 U ，从而 是 X 上的一

个度量．由{ ( , )}n nst x U 是点 x的邻域基，知 X 上的拓扑与由度量 诱导的拓扑

一致，从而拓扑空间可度量化． 
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第 3 章  度量空间的紧覆盖序列覆盖映像 

 

序列覆盖映射在度量空间的映射理论方面起着重要的作用[10，17]．在本

章我们给出了度量空间的紧覆盖 1 序列覆盖(2 序列覆盖)映像的刻画，并肯定的

回答了林寿教授提出的问题 1.1.5． 

3.1 紧覆盖 1 序列覆盖映像 

在这一部分，我们给出了度量空间的紧覆盖 1 序列覆盖映像的刻画． 

定义 3.1.1[6] 设 X 是一个空间，P X ． 

(1) X 中的序列{ }nx 收敛于 x，称{ }nx 是终于 P的, 如果存在m，使得

{ } { : }nx x n m P  ； 

(2) 称P为 X 中的点 x的序列邻域(sequential neighborhood)，若 X 中的序列

{ }nx 收敛于 x，则{ }nx 是终于P的； 

(3)P称为 X 中的序列开集(sequentially open set)，若 P是 P中每一点的序列

邻域； 

(4) X 称为序列空间(sequential space)，若 X 的每一序列开集是 X 的开集． 

定义 3.1.2 设空间 X 的子集族 x
x X

 B B 是 X 的一个覆盖满足： 

对于每一个 x X ，(a) 如果 , xU V B ，那么存在 xW  �B 使得W U V  ；

(b) xB 是 x在 X 中的网，即 xxB ，且若 ( )x U X  ，则存在 xBB 使得

x B U  ． 

B 称为 X 的弱基(weak base)[4]，若G X 使得对于任一 x G 存在 xBB

有B G ，那么G是 X 的开子集，这里 xB 称为 x在 X 中的弱基．�B 称为 X 的

sn网( sn -network)[16]，若每一 xB 的元是 x在 X 中的序列邻域，这里 xB 称为 x的

sn网．若空间 X 的每一点都有可数的的 sn网( so网，弱基)，则称 X 是 snf 可数

( sof 可数， gf 可数)空间． 

每一个 gf 可数空间是序列空间[28]． 

定义 3.1.3 空间 X 称为 k空间[8]， 若 X 关于全体紧子集组成的覆盖具有

弱拓扑，即空间 X 是 k空间，若 A X ，使得对于 X 的每一紧子集K有K A 是
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K的闭集，则 A是 X 的闭集．空间 X 称为 Fréchet 空间[6]，若 x A X  ，则存

在 A中的序列在 X 中收敛于 x． 

以下关系很容易得到： 

第一可数空间Fréchet 空间序列空间 k空间． 

定义 3.1.4 设 A是空间 X 的非空子集．  称 A在 X 中具有可数 sn 网

(countable sn -network)，若存在 X 的子集列 n n
V


满足： 

(1) 每一 nV 是 A中每一点的序列邻域，即 nV 是 A在 X 中的序列邻域； 

(2) 对 X 中每一包含 A的开集V ，存在 n使得 nV V ． 

上述 n n
V


也称为 A在 X 中的可数 sn网． 

定义 3.1.5 设映射 :f X Y ． 

(1) f 称为紧覆盖映射(compact-covering map)[23]，若Y的任一紧子集是 X

中某紧子集在 f 下的像； 

(2) f 称为序列覆盖映射(sequence-covering map)[27]，若 { }ny 是Y中的收

敛序列，那么存在 X 中的收敛序列{ }nx 使得每一 1( )n nx f y ； 

(3) f 称为 1 序列覆盖映射[16](1-sequence-covering map)，若对于 y Y ，

存在 1( )x f y 满足：如果Y中的序列{ }ny 收敛于 y，那么存在 X 中收敛于点 x

的序列{ }nx 使得每一 1( )n nx f y ； 

(4) f 称为伪开映射[3](pseudo-open map)，若 1( ) ( )f y U X   ，那么

( )y f U ； 

(5) f 称为几乎开映射 [2](almost-open map)，如果对每一 y Y ，存在

1( )x f y ，对 x在 X 中的每一邻域U ， ( )f U 是 y在Y中的邻域． 

此处定义的 Siwiec 意义下的序列覆盖映射不同于文[12]定义的序列覆盖映

射，Gruenhage – Michael-Tanaka [12]意义下的定义是：称映射 :f X Y 是序列

覆盖映射若对 Y 中每一含极限点的收敛序列 S 存在 X 的紧子集 L 使得

( )f L S ． 

引理 3.1.6 [27] 设 :f X Y ，若Y是序列空间，f 是序列覆盖映射，则 f 是

商映射． 
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引理 3.1.7 [20] 空间 X 是可度量化空间的 1 序列覆盖映像当且仅当 X 是

snf 可数空间． 

推论 3.1.8 [20] 空间 X 是可度量化空间的 1 序列覆盖的商映像当且仅当 X

是 gf 可数空间． 

引理 3.1.9 [24] 空间 X 是可度量化空间的紧覆盖映像当且仅当 X 的每一紧

子集可度量化． 

引理 3.1.10 [19] 设 :f X Y ． 

(1) 如果Y是 k空间， f 是紧覆盖映射，那么 f 是商映射； 

(2) 如果Y是 Fréchet 空间， f 是商映射，那么 f 是伪开映射． 

引理 3.1.11 [17] 设 :f X Y ．如果 X 是第一可数空间，那么 f 是几乎开

映射当且仅当 f 是 1 序列覆盖映射和伪开映射． 

定理 3.1.12 对于拓扑空间 X 下述条件相互等价： 

(1) X 是某一可度量化空间的紧覆盖且 1 序列覆盖映像； 

(2) X 既是某一可度量化空间的紧覆盖映像，又是某一可度量化空间的 1 序

列覆盖映像； 

(3) X 是所有的紧子集可度量化的 snf 可数空间． 

证明： (1) (2) (3)  是显然的． 

下面证明 (3) (1) ．由引理 3.1.7 及 3.1.9，分别存在可度量化空间 1M 和 2M ，

及 1 序列覆盖映射 1:f M X 和紧覆盖映射 2:g M X ． 

让 1 2M M M  ，定义 :h M X 使得 1h M f 且 2h M g ，则M 是可度

量化空间且h是紧覆盖且 1 序列覆盖映射．事实上，对 X 的任一紧子集K，由

于 2:g M X 是紧覆盖映射，所以存在 2M 中的紧子集 L使得 ( )g L K ．又由

于 2L M M  ，从而 ( ) ( )h L g L K  ． x X  ，由于 1:f M X 是 1 序列覆

盖映射，所以 1
1( )h x M M    ．若 X 中的序列 nx 收敛于 x，那么存在 1M

中收敛于点的序列 n 使得每一 1 1( ) ( )n n nf x h x    ，从而h是紧覆盖且 1

序列覆盖映射．证毕． 

对于林寿教授提出的问题 1.1.5，通过下面的推论可以给出回答． 
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推论 3.1.13 对于拓扑空间 X 下述条件相互等价： 

(1) X 是某一度量化空间的紧覆盖几乎开映像； 

(2) X 既是某一可度量化空间的紧覆盖映像，又是某一可度量化空间的几乎

开映像； 

(3) X 是每一个紧子集可度量化的第一可数空间． 

证明：(1) (2) 是显然的． 

(2) (3) 很容易验证第一可数性是被几乎开映射保持的． 

(3) (1) 由定理 3.1.12 知，X 是某一可度量化空间的紧覆盖且 1 序列覆盖

映像，因此由引理 3.1.6，3.1.10 和 3.1.11， X 是某一可度量化空间的紧覆盖几

乎开映像． 

通过引理 3.1.6，推论 3.1.8 和定理 3.1.12，有以下推论． 

推论 3.1.14 对于拓扑空间 X 下述条件相互等价： 

(1) X 是某一可度量化空间的紧覆盖 1 序列覆盖的商映像； 

(2) X 既是某一可度量化空间的紧覆盖映像，又是某一可度量化空间的 1 序

列覆盖映像，同时还是某一可度量化空间的商映像； 

(3) X 是弱第一可数空间且所有的紧子集是可度量化的． 

最后给出与度量空间的紧覆盖且 1 序列覆盖映像的刻画相关的例子，说明

一些不蕴涵关系． 

例 3.1.15 存在所有紧子集可度量化的空间 X ，但 X 不是 snf 可数空间． 

如序列扇空间 S [18，例 3.18]．那么 X S 是 Frechét 空间且不是第一可

数的，因此 X 不是 snf 可数的．因为 X 的每一紧子集是可数的且 X 是 2T 的，所

以不难验证 X 的每一紧子集是可度量化的． 

例 3.1.16 每一紧子集是可度量化的 snf 可数空间不是 k空间． 

如 X  = { }N p ，对 X 赋予 N 的极大紧化 N 的子空间拓扑，其中

\p N N ．因为 X 的每一紧子集是有限的且 X 是 2T 的，所以 X 的每一紧子集

是可度量化的． 因为 N 中的任一收敛序列是平凡的，所以空间 N 是 snf 可

数的． 因此 X 是 snf 可数的．由于 N不是 X 的闭子空间，所以 X 不是 k空间． 

例 3.1.17 存在每一紧子集可度量化的第一可数空间 X ，但其某一紧子集在
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X 中不具有可数 sn网． 

让 X 是蝶形空间[22]， 那么 X 是每一紧子集可度量化的第一可数空间且

X 中的紧子集 {0}I  没有可数邻域基．因为 X 是第一可数的，所以点 x在 X 中

的每一序列邻域也是该点在 X 中的邻域，从而 {0}I  在 X 中不具有可数 sn网． 

 

3.2 紧覆盖 2 序列覆盖映像 

这一部分主要给出了度量空间的紧覆盖 2 序列覆盖映像的刻画．先回忆一

些基本概念． 

定 义 3.2.1[16] 设 映 射 :f X Y ． f 称 为 2 序 列 覆 盖 映 射

(2-sequence-covering map)，若对于每一个 y Y ，每一个 1( )x f y 满足：如果Y

中的序列{ }ny  收敛于 y ，那么存在 X 中收敛于点 x的序列 { }nx 使得每一

1( )n nx f y ． 

定义 3.2.2[18] 设 A是空间 X 的非空子集． 空间 X 的开集族{ }n nV 称为 A

在空间 X 中的可数邻域基（countable neighborhood base）， 若对 X 中每一包含 A

的开集V ，存在 n使得 nA V V  ． 

定义 3.2.3[24] 设 A是空间 X 的非空子集．空间 X 的开集族B 称为 X 的

子集 A  (在 X 中)的外基(outer base)，若对于每一 x A 及 x在 X 中的邻域U ，存

在 BB 使得 x B U  ． 因而，B 是 A的外基当且仅当对于每一 x A ，存

在 x的邻域基 xB 使得 x
x A

B B ． 

相似地，可以得到以下两个定义． 

定义 3.2.4 设 A是空间 X 的非空子集．空间 X 的子集族{ }n nV 称为 A在空

间 X 中的可数 so网(countable so -network)，若它满足： 

(1) 若对 X 中每一包含 A的开集V ，存在 n使得 nA V V  ； 

(2) 对每一个n， nV  是 X 中的序列开集． 

定义 3.2.5 设 A是空间 X 的非空子集． 空间 X 的子集族B 称为 A在空间

X 中的外 so网(outer so -network)，若它满足： 

(1) B 中的每个元是 X 中的序列开集； 



漳州师范学院理学硕士学位论文 

 - 16 - 

(2) 对每一个 x A 及 X 中包含点 x的开集V ，存在BB 使得 x B V  ． 

引理 3.2.6[16] 设映射 :f X Y ．如果 n n
B


是 X 中某点 x的递减的网且

每一  mf B 是  f x 在Y 中的序列邻域，若在Y中序列{ }ny 收敛于  f x ，那么

存在  1
n nx f y ，使得在 X 中序列{ }nx 收敛于 x． 

引理 3.2.7[17] 空间 X 是 Fréchet 空间当且仅当 X 的每一点的序列邻域是该

点的邻域． 

引理 3.2.8[17] 设 :f X Y ．若 X 是第一可数空间，那么 f 是开映射当且

仅当 f 是 2 序列覆盖的商映射． 

现在，回忆下一 Ponomarev 系和性质 CC 的概念． 

设F 是空间 X 的网络．记F ={ }F  ，指标集赋予离散拓扑，令 

M  { ( ) :{ }
ii iF
    构成 X 中某点 x的网络}， 

则M 是度量空间．定义函数 :f M X 使得 ( )f x  ，因此 ( )
iif F   ．称

( , , , )f M X F 为 Ponomarev 系[21]． 

设K是空间 X 的子集．H 称为K的 cfp覆盖[31]，若H 是K在 X 中的覆

盖且被K的闭集组成的有限覆盖精确加细． 

设 F 是空间 X 的子集族， K 是 X 的子集． F 称为关于 K 具有性质

CC[21]，若C是 K的非空紧子集，V 是C在 X 中的邻域，则存在F 的有限子

集H 使得H 是C的 cfp覆盖且 VH ．. 

引理 3.2.9 [18] 设 ( , , , )f M X F 是 Ponomarev 系．若 K是 X 的紧子集且存

在 F 的可数子集 KF 关于 K 具有性质 CC ，则存在 M 的紧子集 L 使得

( )f L K ． 

引理 3.2.10 设拓扑空间 X 的每一紧子集可度量化，K是 X 的子集，若B 是

K在 X 中的外 so网，则B 关于K具有性质CC． 

证明：设H是K的紧子集，V 是H在 X 中的邻域．若 x H ，则存在 xB B

使得 xx B V  ．由于 xB 是 x在 X 中的序列开集，所以 xB H 是 x在 X 中的序

列开集，由H的可度量性及由引理 3.2.7 知， 

( )H x x xx int B H B H B    ． 
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由H的正则性，存在H的开集 xV 使 

xx V  cl ( )H x xV V  int ( )H x xB H B ． 

于是 x x H
V


是紧子集H的开覆盖，所以它存在有限的子覆盖 

ix i n
V


，从而

i ix xi n i n
H V B V

 
    且 

ix i n
V


是 

ix i n
B


的精确加细．故B 关于K具有性

质CC． 

引理 3.2.11 若拓扑空间 X 的每一紧子集具有可数外 so网，则 X 是某一可

度量化空间的紧覆盖 2 序列覆盖映像． 

证明：设 X 的紧子集K在 X 中的可数外 so网是 KB ．令  �B { KB ：K是

X 的紧子集}，记 { : }B A  B ．让 ( , , , )f M X B 是 Ponomarev 系，而 |K KB 是

K的可数网络，所以紧子集K可度量化．由引理 3.2.9 和 3.2.10， :f X Y 是

紧覆盖映射．下证 f 是 2 序列覆盖映射． x X  ， 1( ) ( )i f x     ，

{ }
i iB   B 是点 x在 X 中的序列邻域网．对 n，置 nC ={ ( )i M  ：对 i n

有 i i  }，那么{ : }nC n 是 在M 中下降的邻域基，且对 n有

( )
in i n

f C B
 ．事实上，设 ( )i nC   ，那么 ( )

i ii i n
f B B 

 
 

  ，所

以 ( )
in i n

f C B
 ．再设

ii n
z B
 ，选取B 的子族{ : }

i
B i  ，使当 i n 时，

有 i i  ，且{ : }
i

B i  是点 z在 X 中的网．令 i A    ，那么

( ) ( )nz f f C  ，于是 ( )
i ni n

B f C
 ，故 ( )

i ni n
B f C

 ． 设在 X 中 jx x ，

由于 ( )nf C 是 x的序列邻域，再由引理 3.2.6 知存在 1( )j jf x  ，且在M 中

j  ，所以 f 是 2 序列覆盖映射，从而 f 是紧覆盖 2 序列覆盖映射． 

引理 3.2.12 若拓扑空间 X 是可度量化空间的紧覆盖 2 序列覆盖映像，则 X

的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数的 so网． 

证明：设 :f M X 是可度量化空间M 到 X 的紧覆盖 2 序列覆盖映射． 对

X 的任一紧子集K，存在M 中的紧子集 L使得 ( )f L K ．设 L在M 中的递减

开邻域基为{ }n nV ，往证{ ( )}n nf V 是K在 X 中的可数 so网． 

(1) n ，由于 nL V ，则 ( ) ( )nK f L f V  ．设U是 X 中的开集，若
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K U ，则 1 1( ) ( )L f K f U M    ，存在 k，使得 1( )kL V f U  ，所

以 ( ) ( )kK f L f V U   ． 

(2) ( )ny f V  ， y nx V  ，使得 ( )yf x y ．若 iy y ，由于 f 是 2 序列覆

盖映射，所以存在 1( )i ix f y ，使得 i y nx x V  。
 
从而序列{ }ix 终于 nV ，所以

序列{ }iy 终于 ( )nf V ，即证 ( )nf V 是 X 中的序列开集．由引理 3.1.9 X 的每一紧

子集可度量化． 

引理 3.2.13  若拓扑空间 X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数 so

网， 则 X 的每一紧子集有可数外 so网． 

证明：设K是空间 X 的可度量化的紧子集，则K具有可数基{ }n nU  。 设

{ }n nV 是K在 X 中的 so网．令 2{( , ) : }m nA n m U U   ，对于 ( , , )n m k A ，

由于 m nU U ，于是 

( \ ) .m nU K U   

因为 mU 和 \ nK U 是 2T 空间的不交子集，从而存在 X 的开集 ,n mU 使得 

,, \ ( \ ) .m n mn m nU U U X K U    

置 ,( , , ) n m kW n m k U V  ，形如上述 ( , , )W n m k 的集合的有限交全体组成的 X

的开集族记为H ，则H 是可数的．对于每一个 x K ，定义 

{ : ( )}xB A x W      ， ( ) { ( ) : }H F W F   ，其中 xF B ． 

令 xH ={ ( ) : xH F F B 且 F有限}，则 xx K
H H ．往证H 是K在 X 中

的外 so网： 

(1) 任取 1 2( ), ( ) xH F H F H ，由 xH 的定义可得 1 2,x xF B F B  且 1 2,F F 都

是有限集，令 1 2F F F  ，所以 ( ) xH F H 且 1 2( ) ( ) ( )H F H F H F  ． 

(2) 设U是点 x在 X 中的开邻域．设不存在 xB 的有限子集 F使得

( ) ,x H F U  取 ( ) ( ) \p F H F U ，置 ( )Q F ={ '( )p F ： 'F 是 xB 的有限子集且

'F F }，则 ( )U Q F   且 ( )K Q F   ． 否则，存在 k使得

( )kV Q F  ．由K的正则性及{ }n nU 是K的基，存在 2( , )n m  使得

m nx U U  ．记 , ,n m k   ， ' { }F F   ，则 
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xB  且 '( ) ( ) ( ) ( )kP F W Q F V Q F    ，矛盾． 

若 1 2F F ，则 2 1( ) ( )Q F Q F ，因此{ ( )K Q F ： F是 xB 的有限子集}具有

有限交性质．由K的紧性，K  ( { ( ) :Q F F是 xB 的有限子集})．另一方面，

\{ }y K x  ，由K的正则性，存在 2( , )n m  使得 mm nx U U U    \{ }K y ，

于是 , \ ( \ ) \{ }n m nU X K U X y  ． 取 k，让 , ,n m k   ，则 xB  且

,n my U ． 

而 ({ })Q  ={ ' '( ) :p F F 是 xB 的有限子集且 'F  } ,({ }) ( ) n mH W U    ，

于是 ({ })y Q  ，因此( \{ })K x （ { ( ) :Q F F是 xB 的有限子集} ) =．这时

 { ( ) :K Q F F 是是 xB 的有限子集}= { }x U ． 

再由 K 的紧性，存在 xB 的有限子集 F 使得 ( )x K Q F U  ，从而

( )U Q F   ， 矛 盾 ． 因 此 存 在 xB 的 有 限 子 集 F 使 得 ( )H F U 且

( )x H F U  ．即我们证明了 xH 是 x在 X 中的网． 

(3) 由于对任意 ( ) xH F H ， ( ) { ( ) : }H F W F   ，因此只需证明 ( )W 

是 X 中的序列开集，由前面的定义可知 ,( ) n m kx W U V   ，其中 ,n mU 是 X 中

的开集， kV 是K在 X 中的序列开集，所以 ( )W  是 X 中的序列开集，从而 ( )H F

是 X 中的序列开集，即 xH 中的每一个元都是 X 中的序列开集． 

综上所述知，若 X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数的 so网，则 X

的每一紧子集有可数的外 so网． 

由引理 3.2.11，3.2.12 和 3.2.13，显然有以下定理． 

定理 3.2.14 对于拓扑空间 X 下述条件相互等价： 

(1) X 是某一可度量化空间的紧覆盖 2 序列覆盖映像； 

(2) X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数 so网； 

(3) X 的每一紧子集在 X 中具有可数外 so网． 

定理 3.2.14 推广了 Michael 和 Nagami [24]的结果，见引言中的定理 1.1.1． 

例 3.2.15 存在每一紧子集可度量化且有可数 sn网的空间 X ，但 X 不是任

一可度量化空间的紧覆盖 2 序列覆盖映像． 
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让 1

1
{0} { : }S n

n
   ， [0,1]I  ． 定义 1X I S  ， 1( {0})Y I S   ． 

赋予 X 下述拓扑[12]: Y 作为 X 的子空间具有欧氏拓扑， ( ,0)t X 的邻域

基元形如 {( ,0)} ( { ( , ) : }),t V t k k n   n ，其中 ( , )V t k 是
1

( , )t
k

在子空间

1
{ }I
k

 的开邻域． 

置 1

1
( { { : }) ( {{ } : })M I n t S t I

n
        ， 其中每一个

1
{ }I
n

 具有欧氏

拓扑，每一个 1{ }t S 具有欧氏拓扑．让 :f M X 是满的自然投射，故 f 是从

局部紧的度量空间M 到 X 上的紧覆盖，1 序列覆盖，商，至多二到一的映射[17，

例 1.5.4]． 

下证 X 中每一紧子集K在 X 中具有可数 sn网． 

由于 {0}I  是 X 的闭离散子空间，离散空间的紧子集只能是有限集，所以

( {0})K I  是有限集，记为{( ,0)}i i mt  ．让 0 1({ } )i m iK t S  ．如果对每一个

n， 0

1
\ ( ( ( { })))j nK K I

j
     ，那么存在序列{ }nj  和{ }nx X 满足若

m n 则 m nj j 且 nj  ，对每一个 n , 0

1
( { }) \n

n

x K I K
j

  ． 假设 x是

{ }nx 在K中的聚点，那么 ( {0})x K I  ，因此存在 i m 使得 ( ,0)ix t ．对每

一个 n，取
1

( , )i

n

t
j

在
1

{ }
n

I
j

 中的开邻域 ( , )i nV t j 使得 ( , )n i nx V t j ．对每一

\{ : }nk j n   ，令
1

( , ) { }iV t k I
k

  ，定义 { } ( ( , ))i
k N

W x V t k


   ，那么W开

于 X ， x W 且 nx W ，矛盾．因此存在 n使得 0

1
( ( { }))
j n

K K I
j

   ，即 

1

1
( (( { }) )) ( (({ } ) ))i
j n i m

K I K t S K
j 

       ． 

因为
1

{ }I
j

 闭于 X ，K是 X 的紧子集， 所以
1

( { })I K
j

  是
1

{ }I
j

 的紧子 

集．因此
1

( { })I K
j

  在
1

{ }I
j

 中有可数邻域基 { : }nV n ．对每一个
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1 1
( , ) ( { })it I K
j j
   ，如果有序列{ }nx 在 X 中收敛到

1
( , )it
j
，那么{ }nx 终于点

1
( , )it
j

 在
1

{ }I
j

  中的开邻域 ( , )iV t j ．容易验证 { : }nV n 是
1

( { })I K
j

  在 X

中的可数 sn网． 相似地可以证明 1({ } )it S K  在 X 中有可数 sn网． 因此K在

X 中有可数 sn网． 

因为 1(0,0) ( {0})I S   且 X 中收敛于 (0,0) 的序列只能有有限项不属于

1( {0})I S  ，所以不存在 1( {0})I S  中的序列收敛于 (0,0) [15, 例 2.8.16]．因

此 X 不是 Fréchet 空间．因为商映射保持序列空间，所以 X 是序列空间．若 X 是

某一度量空间的紧覆盖 2 序列覆盖映射 f 下的像，由引理 3.2.8 知 f 是开映射，

从而 X 是第一可数空间，这与 X 不是 Fréchet 空间矛盾，证毕． 

例 3.2.16 可度量化空间的紧覆盖 2 序列覆盖映像不一定是可度量化空间的

商映像．      

如 X  = { }p ，赋予 X 离散拓扑，其中 \p   ，那么 X 是可度量化

空间．令 Y = { }p ，赋予的极大紧化的子空间拓扑．定义 :f X Y 如

下： , ( )x X f x x   ． 因为Y的每一紧子集是有限的，所以 f 是紧覆盖映射

且易证 f 是 2 序列覆盖映射．因为 Y不是 k空间，所以Y不是任一可度量化空

间的商映像． 
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第 4 章 弱基与度量空间的紧覆盖映像 

 

本章主要引进与 1 序列覆盖映射及紧覆盖映射密切相关的 1- scc映射与 scc

映射(见定义 4.2.1)，对引言中提出的三个问题给予回答． 

4.1 紧子集具有可数外sn网的空间 

对于弱基性质更广泛探讨的基础是讨论稳定性较好的 sn网，弱基是介于基

与 sn网之间的一个概念． 

Michael 和 Nagami [24]引入的空间中子集的外基(outer base)概念(见定义

3.2.3)，就是把空间中一点的邻域基扩展到一个子集上每一点的邻域基． 

由此，可引入外 sn网的概念． 

定义 4.1.1 设 A是空间 X 的非空子集．X 的子集族B 称为 A (在 X 中)的外

sn网(outer sn -network)，如果 x
x A

B B ，其中每一 xB  满足： 

(1) xB  是 x在 X 中的网，即 xxB ，且如果 X 的开集O含有点 x，则存

在 xBB 使得B O ； 

(2) 如果 , xU V  ，则存在 xW B  使得W U V  ； 

(3) xB  中的每一元是 x在 X 中的序列邻域． 

上述 xB 称为 x在 X 中的 sn网( sn -network)． X 在 X 中的外 sn网也称为 X

的 sn网[16]． 

在定义 4.1.1 和定义 3.1.4 中，当把序列邻域加强为邻域时，分别定义了子

集 A的外基及 A在 X 中的可数邻域基． 

下列定理建立了空间中紧子集具有可数 sn网与具有可数外 sn网的精确联

系．它是本节中建立度量空间的紧覆盖映像定理的关键． 

定理 4.1.2 设K是空间 X 的紧子集，则K可度量化且在 X 中具有可数 sn网

当且仅当存在K在 X 中的可数外 sn网H ，满足：H 的每一元形如U V ，其

中U 是 X 的开集，V 是K在 X 中的序列邻域． 

证明：必要性同引理 3.2.13，只需把序列开集改成序列领域，从证明中可

以看出H 的每一元形如U V ，其中U 是 X 的开集，V 是 K在 X 中的序列邻
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域． 

充分性．记K在 X 中的外 sn网H 为 :n nU V n  ，其中 nU 是 X 的开子

集，  nV 是 K 在 X 中的序列邻域．  由于 H 是 K 的外 sn 网，所以

 :H K H  H 是紧子空间K的可数网，从而K可度量化(如，见文[11，定理

3.1.10])．记  :nU n U ．令 

     ' : : ' ,nV n m K m     是 的有限子集且覆盖V U  U  U  ， 

则V 是可数的．显然，V 中的每一元是K在 X 中的序列邻域．若 X 的开子集

V K ，对于每一 x K ，因为 H 是 K 的外 sn 网，存在 xn  使得

x xn nx U V V  ． 那 么 K 的 覆 盖  :
xn

U x K 有 有 限 子 覆 盖 ， 记 为

 ' :
xi
nU i k U ．令  max :

ix
m n i k  ，则 

    ' :nV n m V   U ．故V 是K在 X 中的 sn网． 证毕． 

例 4.3.5 将说明：紧子集具有可数外 sn网不足以保证紧子集在 X 中具有可

数 sn网． 

为了下列推论叙述的简洁及后面引用的方便，引入 fsn覆盖（ fsn -covering)

的概念． 

定义 4.1.3 空间 X 的有限集族  :iF i n F 称为 X 的子集C的 fsn覆盖，

若存在C的有限个闭子集 :1iC i n  ，其并为C， 且每一 iF是 iC 在 X 中的序

列邻域． 

推论 4.1.4 设K是空间 X 的可度量化的紧子集，下述条件相互等价： 

(1) K在 X 中具有可数 sn网； 

(2) 存在 X 的可数集族H 满足：若V 是K在 X 中的邻域，则存在H 的有

限子集 'H ，使得 'H 是K的 fsn覆盖，且 ' VH ． 

(3) 存在 X 的可数集族H ，具有性质(★)：若C是K的非空紧子集且V 是

C在 X 中的邻域，则存在H 的有限子集 'H ，使得 'H 是C的 fsn覆盖，且

' VH ． 

证明：   1 3 ．设K在 X 中具有可数 sn网．由定理 4.1.2，让H 是满足
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定理 4.1.2 必要性中的K在 X 中的可数外 sn网．下证H 具有性质(★)． 

若 x C ， 则存在 xH H 使得 xx H V  ，不妨记 x x xH U V  ， 其中 xU

是 X 的开集，且 xV 是 K在 X 中的序列邻域．于是 X 的开子集族 :xU x C 覆

盖C， 从而有C的有限子覆盖 :
ix

U i n ．仍由C的紧性，存在C的有限闭覆

盖 :iC i n 使得每一
ii xC U ．对于每一 i n ，置

i ii x xH U V  ，因为
ix

U 与
ix

V

都是 iC 在 X 中的序列邻域，所以 iH 是 iC 在 X 中的序列邻域．显然， 

 :iH i n V  ． 

   3 2 是显然的，下面证明    2 1 ．设 X 的可数集族H 满足条件

(2)．令 

 ' : ' ' K X  是 的有限子集且 是 在 中的序列领域W H H H H ， 

则W 是可数的．若 X 中的开集V K ，存在 K的 fsn覆盖 'H H ，使得

' VH ，则 'H 也是K在 X 中的序列邻域． 从而，W 是K在 X 中的可数

sn网． 证毕． 

对于 X 的紧子集K，推论 4.1.4 的条件(3)蕴含K的可度量性质． 事实上， 

对于每一 x K ，以  C x 利用性质(★)， 则存在H 的某子族是 x在 X 中的

网， 所以 :H K H  H 是紧子空间K的可数网，从而K可度量化．这说明， 

对于紧子集K，条件(3)与定理 4.1.2 的条件也是相互等价的． 

 

4.2  度量空间的紧覆盖映像 

本节引入两类特别的紧覆盖映射，为问题 1.1.7 的回答做准备． 

下面引入的映射分别是 1 序列覆盖映射、序列覆盖映射与紧覆盖映射的有

机结合． 

定义 4.2.1 设映射 :f X Y ． 

(1) f 称为 1- scc映射(1- scc -map)， 若对Y 的每一紧子集K，存在 X 的紧

子集 L， 使得  f L K ，且对于每一 y K ，存在 x L 满足：如果Y 中的序

列 { }ny 收 敛于 y ， 那 么 存在 X 中 收 敛 于 x 的 序列 { }nx ， 使 得每 一
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 1 ,n nx f y n ． 

(2) f 称为 scc映射( scc -map)，若对Y的每一紧子集K，存在 X 的紧子集

L， 使得  f L K ，且如果Y中的序列{ }ny 收敛于K中的某点，那么存在 X 中

收敛于 L中某点的序列{ }nx ，使得每一  1 ,n nx f y n ． 

显然， 1- scc (或 scc )映射是 1 序列覆盖映射(或序列覆盖映射)和紧覆盖映

射．例 4.3.5 将说明：度量空间上的 1 序列覆盖且紧覆盖映射未必是 scc映射． 

仅讨论度量空间的紧覆盖映像， 其刻画是简单的．验证序列覆盖映射的基

本途径是第三章中的引理 3.2.6． 

推论 4.2.2 第一可数空间上的紧覆盖、开映射是 1- scc映射． 

证明：设 :f X Y 是紧覆盖、开映射，其中 X 是第一可数空间．对于Y的

每一紧子集 K，存在 X 的紧子集 L使得  f L K ．对于每一 y K ，取定

 1x L f y  ， 并让 n n
B


是 x在 X 中递减的邻域基， 那么每一  nf B 是 y

在Y 中的邻域．由引理 3.2.6，  如果Y 中的序列{ }ny 收敛于 y ，那么存在

 1
n nx f y ，使得序列{ }nx 收敛于 x，故 f 是 1- scc映射． 证毕． 

本节的主要结果是下述定理． 

定理 4.2.3  对于拓扑空间 X ,下述条件相互等价： 

(1) X 是每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数 sn网的空间； 

(2) X 是某一可度量化空间的 1- scc映像； 

(3) X 是某一可度量化空间的 scc映像． 

证明：(1) (2)．设空间 X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数 sn

网． 对于 X 的每一非空紧子集K，由定理 4.1.2 及推论 4.1.4，存在K在 X 中

的可数外 sn网 K��
H 满足定理 4.1.2 及推论 4.1.4 的性质（★）． 

令H =  :K K X 是 的非空紧子集H ，记  :H A  H ．让  , , ,f M X H

是 Ponomarev 系，即置 

    :
ii
i

M A H X x
  


  


形成 中的某点 的网 ， 

其中M 赋予离散空间 A的可数次 Tychonoff 积空间的子空间拓扑，定义关系 

:f  M X 为  f x  ，则M 是度量空间且 f 是映射(如，见文 [17，引理
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1.3.8]).．下证 f 是 1- scc映射． 

设K是 X 的非空子集．由于 KH 是可数的， KH 的元组成K的 fsn覆盖(定义

4.1.3)的全体是可数的，记为  :i i  H ，其中对于每一 i，  
i

i H 
H

是K的 fsn覆盖，即存在由K的非空闭集组成的K的有限覆盖  
i

i F 
F 使得

每一H 是F的序列邻域．置   :
ii i

i i

L F
 

 
     
 


 

 ． 

(a) L是 ii
 

的闭集，从而 L是 A的紧子集． 

设   \i ii
L 


   

，则
ii
F


 ．由K的紧性，则存在 0i 使得

0 ii i
F
  ．令   0:i i i ii

W i i  


     
对于 有 ，则W是 ii

 
中含

点 的开集且W L  ，所以 L是 ii
 

的闭集． 

(b) 若  i L  且
ii

x F


 ，则 
i i

H


是 x在 X 中的网且每一
i

H 是 x的

序列邻域． 

设V 是 x在 X 中的邻域，由于K是 X 的正则子空间，存在 x在K中的开邻

域W使得W  .cl  K W V 应用推论 4.1.4 的性质(★)于K的外 sn网 KH 及K的

紧子集W，存在 KH 的有限子集 'H 使得 'H 是W的 fsn覆盖且 ' VH ．又因

为K的紧子集  \ \K W X x ，仍应用推论 4.1.4 于K的紧子集 \K W ，存在 KH

的有限子集 "H 使得 "H 是 \K W 的 fsn覆盖且  " \X xH ，令

* ' " H H H ，则 *H 是K的 fsn覆盖．于是存在 k使得 *
k H H ．由于

k k kx F H   H ，所以 '

k
H H ，故

k
H V  ．从而 

i i
H


是 x在 X 中的

网．这时每一
i

H 是 i
F 的序列邻域且

i i
x F H   ，从而

i
H 是 x的序列邻域． 

(c) L M 且  f L K ． 

设  i L   ，则
ii
F
 

 ． 取定
i

i Nx F
 ，显然 x K ．由 (b)，

M  且  f x  ，从而 L M 且  f L K ． 

(d) 若 x K ，则存在 L  满足：如果 X 中的序列 nx 收敛于 x，那么存
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在  1
n na f x ，使得在M 中序列 na 收敛于 ．从而，  K f L ． 

对于每一 i，由于 iF 覆盖K x K且 ，存在
ii   使得

i
x F ．从而

x
ii
F ．令  i  ，则 L  ．由(b)，  f x  ．对于每一 n，置

  :n i i iB M i n     对 有 ．那么 n n
B


是 在M 中下降的邻域基，且对

每一 n有  
in i n

f B H
 ． 

事实上，设  i nB   ，那么  
i i ii i n i n

f H H H  
  

  
   ，所

以  
in i n

f B H
 ． 再设

ii n
z H
 ，由于 { }zH 是 z在 X 中的网，可选取 z在

X 中的网 
i i

H




H ，使当 i n 时有 i i  ．令  i A   ，那么 nB  且

 z f  ，于是  
i ni n

H f B
 ． 

由(b)，每一  
i

H i n  是 x的序列邻域，于是  nf B 是 x的序列邻域．因为

X 中的序列 nx 收敛于 x，由引理 3.2.6，存在  1
n na f x ，使得在M 中序列

 na 收敛于 ． 

综上所述， f 是 1- scc映射． 

(2) (3)是显然的，下面证明(3) (1)． 

设 :f M X 是 scc映射，其中M 是可度量化空间．由引理 3.1.9， X 的每

一紧子集可度量化．对 X 中的任一紧子集K，存在M 中的紧子集 L满足 f 是 scc

映射的要求．由于M 是可度量空间，设 L在M 中的可数邻域基是 n n
V


,往证

  n n
f V


是K在 X 中的可数 sn网． 

(e) 由于    , , nf L K n K f V    ．设 X 中的开集U K ，则 L   

   1 1f K f U  ，于是存在m使  1
mV f U ，所以  mf V U ． 

(f) x K  ，若 X 中的序列 nx 收敛于 x，由 scc映射的定义，则存在M 中

的序列 na 收敛于 a L 且每一  1
n na f x ．对 , mm a L V    ，于是 na

是终于 mV 的，所以序列 nx 也是终于  mf V 的，即  mf V 是K在 X 中的序列邻

域．证毕． 

下列推论用1 scc 映射, scc映射来重述 Michael 和 Nagami 的定理 1.1.1．其
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中 Fréchet 空间，伪开映射的概念可参见定义 3.1.3 和 3.1.5．通过引理 3.2.7, 容

易得到以下推论： 

推论 4.2.4 对于拓扑空间 X ，下述条件相互等价： 

(1) X 是某一可度量化空间的紧覆盖、开映像； 

(2) X 是某一可度量化空间的 1- scc、伪开映像； 

(3) X 是某一可度量化空间的 scc、伪开映像； 

(4) X 是每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数基的空间． 

证明：定理 1.1.1 表明(1) (4)．由推论 3.2.2， (1)  (2)，(2)   (3)是

显然的．下面证明(3)   (4)．设空间 X 是某一可度量化空间的 scc、伪开映像，

由定理 4.2.3，空间 X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数的 sn网．由于

度量空间是 Fréchet 空间，且伪开映射保持 Fréchet 空间性质不变， 所以 X 是

Fréchet 空间．再由引理 3.2.7， X 的每一紧子集在 X 中具有可数基．证毕． 

问题 4.2.5  紧空间上的 scc映射是否是 1- scc映射? 

 

4.3  弱基 

本节把上两节的内容应用于紧子集具有可数弱基空间的研究，同时给出一

些例子说明相关空间与映射之间的一些不蕴含关系． 

弱基的概念可参见定义 3.1.2． 显然，弱基是邻域基概念的深化．弱基与 sn

网是通过序列空间建立联系的． 

引理 4.3.1 [16]  设B是空间 X 的子集族． 

(1) 若B 是 X 的弱基，则B 是 X 的 sn网； 

(2) 若B 是序列空间 X 的 sn网，则B 是 X 的弱基． 

定义 4.3.2  设 xx X
B B 是空间 X 的弱基．对于 A X ， 

(a) 集族 xx B 称为 A在 X 中的外弱基(outer weak base)； 

(b) X 的子集列 n n
V


称为 A在 X 中的可数弱基，若它满足： 

(1) 每一 nV 是 A在 X 中的弱邻域(weak neighborhood)，即对于每一 n和

每一 x A ，存在 xBB 使得 nB V ； 

(2) 对 X 中每一包含 A的开集V ，存在 n使得 nV V ． 
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子集 A的外基是 A的外弱基， A的外弱基是 A的外 sn网．另一方面，对于

拓扑空间 X ，点 x X 的序列邻域是完全确定的，但 x的弱邻域与选定的弱基

有关．在定义 4.3.2 中， A的外弱基及 A在 X 中的可数弱基均与空间 X 中选定

的弱基有关．这也表明 sn网具有较好的稳定性，与弱基相关的概念较难处理． 

由定理 4.1.2 及引理 4.3.1 得下述定理，它给出了问题 1.1.8 中两个条件之间

的精确关系． 

定理 4.3.3 设K是空间 X 的紧子集，则K可度量化且在 X 中具有可数弱基

当且仅当存在K在 X 中的可数外弱基H ，满足：H 的每一元形如U V ，其

中U 是 X 的开集，V 是K在 X 中的弱邻域． 

证明：充分性的证明同定理 4.1.2，只须把序列邻域换为弱邻域即可．下证

必要性． 

设 xx X
B B 是空间 X 的弱基，子集列 n n

V


是K在 X 中的可数弱

基． 由引理 4.3.1 及定理 4.1.2，存在K在 X 中的可数外 sn网 xx K
H H ，

满足： H 的每一元形如U V ，其中U 是 X 的开集，V 是K在 X 中的弱邻域

(定理 4.1.2 中为序列邻域，由于这序列邻域是有限个 nV 的交，所以在此是弱邻

域)．令 xx X
W W ，其中 

, ,

, \ .
x

x

x

x K

x X K


 



如果

如果

H
W

B
 

下面证明W 是 X 的弱基．这只须验证：对于O X ，O是 X 的开集当且

仅当对于每一 x O ，存在 xW W 使得W O ． 

如果O是 X 的开集且 x O ，由于 xW 是 x在 X 中的网，存在 xW W 使得

W O ．如果O满足对于每一 x O ，存在 xW W 使得W O ，于是当 x K 时，

存在 xH H ，使得 x H O  ，记H U V  ，其中U 是 X 的开集，V 是K在 X

中的弱邻域．由定义 4.3.2，存在 xBB 使得B W O  ．因为B 是 X 的弱基，

所以O是 X 的开集．故，H 是K在 X 中的可数外弱基． 证毕． 

由于满足定理 4.3.3 条件的空间未必是序列空间，所以定理 4.3.3 不是定理

4.1.2 的直接推论． 

下述定理回答了问题 1.1.7． 
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定理 4.3.4  对于拓扑空间 X ，下述条件相互等价： 

(1) X 是某一可度量化空间的 1- scc、商映像； 

(2) X 是某一可度量化空间的 scc、商映像； 

(3) X 是每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数弱基的空间． 

证明：(1)   (2)是显然的．(2)   (3)．设 X 是某一可度量化空间的 scc、

商映像． 由定理 4.2.3，X 是每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数 sn网的空

间．由于度量空间是序列空间且商映射保持序列空间性质，于是 X 是序列空

间． 由引理 4.3.1， X 的每一紧子集在 X 中具有可数弱基． 

(3)   (1)． 设 X 是每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数弱基的空

间．由定理 4.2.3 及引理 4.3.1，存在度量空间M 及1 scc 映射 :f M X ．由

于空间 X 的每一点具有可数弱基，即 X 是弱第一可数空间，从而 X 是序列空间

[28]．由引理 3.1.6， f 是商映射，故 X 是可度量化空间的1 scc 、商映像． 

下述例子否定回答了问题 1.1.8，同时说明在定理 4.1.2、推论 4.1.4 和定理

4.3.3 中的一些附加条件是必需的． 

例 4.3.5  Arens 空间 2S [18，例 3.2.3]： 

(1) 可分度量空间的 1 序列覆盖、紧覆盖、商、有限到一映像； 

(2) 存在具有可数外弱基的紧子集K，并且K在 2S 中不具有可数 sn网． 

记   2
2 0S   ．对于每一 , ,n m k，令

      , , :V n m n n k k m  ． 2S 赋予下列拓扑，称为 Arens 空间： 2 中的点

是孤立点； 对于 n，点 n的邻域基元形如  ,V n m ，其中m；点0 的邻

域基元形     0 , :nV n m n i  ，其中 , ni m ．注意到，在 2S 中不存在 2N

中的序列收敛于0 ． 

置 

  
  

 

2, ,

, : ,

: , 0.

x

m

x x

V x m m x

P m x

 


  


 



 



如果

如果 ，

如果

B  

其中    0 :mP n n m    ． 则
2

xx S B 是 2S 的弱基． 从而， 2S 具有可
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数弱基． 

(1) 令  1 0M  ，赋予下述拓扑：中的点是孤立点；点0 的邻域基元

形如   0 :k k m   ，其中m，则 1M 是紧度量空间． 

令   2 0M    ，赋予下述拓扑： 2 中的点是孤立点；对于 n，

点  ,0n 的邻域基元形如      ,0 , :n n k k m ，其中m．则 2M 是可分度

量空间． 

置 1 2M M M  ，则M 是可分的度量空间．定义 2:f M S 如下: 

 
   

   

1 2, \ 0 ,

, ,0 0

x x M M
f x

n x n

   
 

  





如果

如果 。
 

则 f 是 1 序列覆盖、紧覆盖、商、有限到一映射． 

(2) 令  0K  ． 显然，K是 2S 的紧子集．因为K是可数集，所以

xx K B 是K在 2S 中的可数外弱基． 假设 n n
U


是K在 2S 中的 sn网．对于每

一 , nn n K U   ，于是 nU 是 n在 2S 中的序列邻域，由于序列   ,
m

n m


收敛

于 n，所以存在 nm 使得  , n nn m U ．置   2 \ , :nU S n m n  ，则U 是K

在 2S 中的邻域且每一 nU U ．因此 n n
U


不是K在 2S 中的可数 sn网，矛盾．从

而，K在 2S 中也不具有可数弱基． 即证． 

下例说明定理 4.2.3 的条件严格弱于定理 4.3.4 的条件． 

例 4.3.6 存在非序列空间 X ：每一紧子集可度量化且在 X 中有可数 sn网． 

让  X p  ，其中 \p   ，赋予的子空间拓扑．由于 X 中不存

在非平凡的收敛序列，所以 X 的紧子集都是有限集且每一单点集均是 X 的序列

开集．这说明 X 的每一紧子集可度量化且在 X 中具有可数 sn网，但 X 不是序

列空间． 从而， X 不是度量空间的商映像．如果让M 是集 X 赋予离散拓扑的

空间，定义 :f M X 是恒等映射，则M 是度量空间, f 是1 scc 映射，但是 f

不是商映射． 

下例说明定理 4.3.4 的条件严格弱于推论 4.2.4 的条件． 

例 4.3.7 存在非 Fréchet 空间 X ：每一紧子集可度量化且在 X 中有可数弱
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基． 

如例 3.2.15 中的空间 X 不是 Fréchet 空间，下面只需证明此 X 是某一可度

量化空间的1 scc 、商映像．置 

   1

1
: :M I n t S t I

n

   
           

   
 ， 

则M 是可度量化空间，让 :f M X 是自然映射．下证 f 是 1- scc映射． 

设K是 X 的非空紧子集．由于  0I  是 X 的闭离散子空间，故   0K I 

是有限集，记为   ,0i i m
t


．令   0 1ii m

K t S


  ，则若存在 n使得 

0

1
j n

K K I
j

   
        

   (如，见文[15，例 2.8.16])． 

置     1

1
i

i m j n
L t S K I K

j 

    
               

  那么 L是M 的紧子集，且

 f L K ．让 x K X  ． 

若
1

j n
x I

j

  
   

  
 ，则存在 j n 和 a L 使得  11

a I f x
j

 
  
 

 ． 如果

X 中的序列 nx 收敛于 x，则 nx 只有有限项不在
1

I
j

 
 
 

中，所以可以取定

 1
n na f x ，使得序列 na 收敛于 a． 

若 0

1
\

j n
x K I

j

   
        

 ，则存在唯一的 i m 和 1s S 使得  ,ix t s ，从

而存在     1
1ia t S f x   ，则 a L ．如果 X 中的序列 nx 收敛于 x，则 nx

只有有限项不在  1it S 中，所以可以取定  1
n na f x ，使得序列 na 收敛于a． 

由定理 4.3.4， X 的每一紧子集可度量化且在 X 中有可数弱基． 

因为具有点可数基的空间是度量空间的紧覆盖的开映像[24]，所以具有点

可数基的空间中的每一紧子集具有可数外基．本文最后提出下述问题． 

问题 4.3.8 具有点可数弱基的空间中的每一紧子集是否具有可数外弱基？ 
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